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Graf eksponencijalne
funkcije f(x) =a* za a <0

Izet Kalaba, Ploce

Uvod

Ranijih godina u drugom, a po novom u tre¢em
razredu srednjih Skola obraduje se eksponencijal-
na funkcija f (x) = a*zaa > 0ia # 1 te se
pomno ispisuju njezina svojstva. Pritome se navo-
de brojne primjene ove funkcije, kako za slu¢ajeve
kada je funkcija stalno rastu¢a tako i za sluCajeve
kada je funkcija stalno padaju¢a. U ovome ¢lanku
bit ¢e predoCen graf navedene funkcije za a < 0.
Na kraju ¢emo ispisati svojstva grafa i ukazati na
odredene pojave u prirodi koje se dogadaju po za-
konitostima eksponencijalne funkcije za a < 0.

Vrijednosti funkcije za
cjelobrojne i decimalne x

Vrijednosti eksponencijalne funkcije negativne ba-
ze za cjelobrojne eksponente x djeluju obeshrab-
rujuce za crtanje grafa te funkcije. Takozaa = —2
dobivamo sljedece vrijednosti:

x N T
f@)=(-2F 025 -05 1 -2

Tablica 1. Vrijednosti funkcije f (x) = (—2)*
za neke cjelobrojne eksponente

X =2.5 —1.5

fx)=(=2* —0.125v2i 0.25V2i

Primje¢ujemo da funkcija za svaki sliededi cijeli broj
mijenja predznak. Tako je na samom pocetku ovo-
ga razmatranja nejasno kolika je vrijednost poten-
cije (—2)* za decimalne eksponente x poput 1.5,
2.5,3.5ii—0.5, —1.5isli¢no.

Negativna baza a
u trigonometrijskom obliku

Negativni se broj a u trigonometrijskom obliku kom-
pleksnog broja moze napisati kao

a = |a|(cos + isin ).

Time funkcija f (x) = a* za a < 0 poprima ob-
lik f(x) = |a|*(cosxm + isinxm). Sada ¢emo
izracunati vrijednosti funkcije za spomenute deci-
malne eksponente za bazu a = —2. Dobiveni
rezultati prikazani su u tablici 2.

Te vrijednosti funkcije imaju isti trend kao vrijed-
nosti u tablici 1. Ako se x povec¢a za 1, tada se
If (x)| poveca dvostruko, dakle eksponencijaino,
kao kod funkcije f (x) = 2*. To je
dobar znak koji pokazuje da funk-
cijaf (x) = a* zaa < 0 zadrzava
_g 16 neka osnovna svojstva eksponen-
cijalne funkcije za a > 0, ali pri
tome donosi i neka nova svojstva
koja slijede u nastavku teksta.

-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5
—0.5vV2i V2i

“2V2i  4V2i  —8V2i

Tablica 2. Vrijednosti funkcije f (x) = (—2)* za neke decimalne eksponente

Izet Kalaba, prof. matematike, PloCe, mkalaba@inet .hr
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Graf funkcije

Rije¢ je o funkciji koja skup realnih brojeva presli-
kava u skup kompleksninh brojeva, f (x) : R — C.
Time ¢e njezin graf biti krivulja u 3D. Kako Zelimo
graf funkcije nacrtati u nekom programskom pake-
tu, a ne “ru¢no”, funkciju

f(x) = |al*(cosxm + isinxm)

zapisat ¢emo u parametarskom obliku po varijabli
t, umjesto po varijabli x:

x=1t, y=|a|'sintzx, z=lal| costm.

Domena ¢e biti skup svih realnih brojeva na x-osi,
a kodomena skup svih kompleksnih brojeva u rav-
nini zOy, odnosno kompleksni brojevi s realnom
komponentom z i imaginarnom komponentom y.

f@)=(2)"

Krivulja u prostoru kao graf funkcije f (x) = (—2)*
je zavojnica na plohi koja nastaje (ploha) rotacijom
krivulje grafa funkcije f (x) = 2* oko x-osi. Ta se
zavojnica bolje uoCava ako prostornu krivulju proji-
ciramo na ravnine xOz (slika 2 lijevo) i zOy (slika 2
desno).

Svojstva funkcije

Razmatrane eksponencijalne funkcije za a < 0
podijelit ¢emo u tri skupine, ovisno o tome je |i
a<—1,—-1<a<0ia= —1. Slijede svojstva
funkcijezaa < —1.

Opcenito, grafovi svih funkcija oblika f (x) = a*
prolaze to¢kom (0, 0, 1), kao §to grafovi svih funk-
cija za a > 0 prolaze tockom (0,1). Kada
x — —oo, krivulie se asimptotski priblizavaju
x-0si. To priblizavanje nije planarno kao za a > 0
ve¢ prostorno: krivulie se omotavaju oko x-osi pri-
blizujuci joj se sve viSe i u beskonacnosti je dodi-
ruju. Za a > 1 funkcije su stalno rastuée, no kako
u skupu kompleksnih brojeva nije definirana rela-
cija uredenosti, mozemo analogno rec¢i da su za
a < —1 moduli vrijednosti kodomene stalno ras-
tuéi (|z + yi| = /22 +y?*). Za pozitivnu bazu a
eksponencijalna funkcija je stalno pozitivna dok za
eksponencijalnu funkciju s negativnom bazom ne
postoji analogija jer ne postoje pozitivni i negativni
kompleksni brojevi.

Slika 2. Projekcije krivulie f (x) = (—2)* na ravnine xOz i zOy
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Slijede svojstva funkcije za —1 < a < 0 (slika 3).

Slika 3. Grafovi funkcija f (x) = 0.5% i f(x) = (—0.5)*

Ve¢ smo rekli da grafovi svih funkcija f (x) = a*
prolaze totkom (0, 0, 1), dok grafovi svih funkcija
za a > 0 prolaze totkom (0,1). Kada x — oo,
krivulie se asimptotski priblizavaju pozitivnom dije-
lu x-osi. To priblizavanje opet nije planarno kao
za 0 < a < 1 ve¢ prostorno, krivulie se omota-
vaju oko x-osi i u beskonacnosti je dodiruju. Za
0 < a < 1 funkcije su stalno padajuc¢e no ka-
ko u skupu kompleksnih brojeva ne postoje veli
i manji brojevi, moZzemo analogno re¢i da su za
—1 < a < 0 moduli vrijednosti kodomene stalno
padajuci. Za svaku pozitivnu bazu a eksponenci-
jalna funkcija je stalno pozitivna dok za eksponen-
cijalnu funkciju s negativnom bazom, rekli smo, ne
postoji analogija, jer nisu definirani pozitivni i nega-
tivni kompleksni brojevi.

Slijede svojstva funkcije za a = —1 (slika 4).

Slika 4. Grafovi funkcija f (x) = 1¥if(x) = (=1)*

lako se razmatrane funkcije sbazom 1 —1 ne sma-
traju eksponencijalnim, ipak ¢emo istaknuti slje-
dece: dok je funkcija s bazom 1 zapravo kons-
tantna funkcija vrijednosti 1, funkcija s bazom —1

nije konstanta. Njezin graf je valjkasta zavojnica,
a konstantan je samo modul kompleksnih brojeva
kodomene i iznosi 1.

Glavni argument
negativnog broja a

Za argument negativnog broja a prikazanog u tri-
gonometrijskom obliku uzeli smo kut 7. No mo-
gli smo uzeti i kut 37 ili 57, opéenito (2k — 1),
k € N. Kako je funkcija, po definiciji, jednozna¢no
preslikavanje, u slucaju viseznaénosti po pravilu se
uzimaju odredene restrikcije domene ili kodome-
ne. Pokazat ¢emo da veci argument daje guséu
zavojnicu, a time i vrijednost izraza a* za a < 0 nije
jednoznacna.

Slika 5. Grafovi funkcije f (x) = (—2)*
za argumente 7, 37 i S7

Na slici 5 dani su grafovi funkcije f (x) = (—2)* za
argumente 37 i 57 te, radi usporedbe, ponovljeni
graf za argument  kompleksnog broja —2. (Za
odabrani argument preslikavanje R u C postaje
jednoznacno, restrikcija je odabir argumenta.)
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Slka 6. Projekcije dijela krivulie f (x)

Zavojnica za argument 37 je tri puta gus¢a od
zavojnice za argument 7, dok je zavojnica za ar-
gument 57 pet puta guSéa od zavojnice za argu-
ment 7z, opéenito, zavojnica argumenta (2k — 1),
k € N, gusca je od zavojnice argumenta 7 to¢no
(2k — 1) puta. Ta se gustoéa zavojnica bolje vi-
di ako zavojnice projiciramo na ravninu xOz. Radi
preglednosti na slici 6 projicirana je krivulja samo
zax € [0,2].

Desna i lijeva zavojnica

Do sada smo za argument negativnog broja a pri-
kazanog u trigonometrijskom obliku uzimali pozitiv-

desna zavojnica lijeva zavojnica

Slika 7. Desna i lijeva zavojnica grafa funkcije
f(x) = (—=2)* za vrijednosti argumenta 117
i —11m broja —2 u trigonometrijskom obliku
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=Vv
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S

—4+

= (—2)" na ravninu xOz za argumente 7, 37 i 57 broja —2

nikut (2k — 1), k € N. No mogli smo uzeti i ne-
gativni kut —7, =37 ili =57, opéenito —(2k— 1),
k € N. Razlika u grafu bila bi samo u smjeru za-
vojnice, tako se za pozitivne argumente dobivaju
desne zavojnice, a za negativne argumente lijeve
zavojnice. Smijer zavojnice odreduje se kao na slici
2 desno.

Kako su grafovi simetri¢ni u odnosu na ravninu xOz
zaklju¢ujemo da se za isti x domene, ali suprot-
nu vrijednost argumenta, dobivaju kao vrijednosti
funkcije konjugirano kompleksni brojevi z =+ yi.

Cvorista krivulja
razliCitih argumenata

Bez obzira jesu li argumenti negativnog broja a su-
protni ili potpuno razli¢iti, postoje tocke u prostoru
xyz kroz koje mora pro¢i svaka krivulja za odab-
rani a. Tako, bez restrikcije, svi grafovi funkcije
f(x) = (=2)" sadrze toctke iz tablice 1, tj. tocke
(x,0,(—2)%), x € Z. Moguca primjena ovih zajed-
ni¢kih toaka, nazovimo ih ¢voristima, bila bi npr. u
3D ispisu. Zelimo li ispisati mrezastu plastiénu figu-
ru oblika kao na slici 7 (dvije zavojnice u jednom),
Cvorista bi imala zadacu Cvrstoce tijela, bez njih bi
se zavojnice jednostavno odmotale.
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Eksponencijalna krivulja
negativne baze u prirodi

U prirodi treba razlikovati oblike u Cijoj strukturi
mozemo prepoznati eksponencijalnu plohu od ob-
lika Cija je struktura generirana eksponencijalnom
krivuljom negativne baze a. Tako je zavr$ni oblik
puhackog instrumenta na sljiedecoj slici oblika eks-
ponencijalne plohe, dok je oblik vodenog vrtloga
oblika eksponencijalne zavojnice.

Mozemo rec¢i kako staticni oblici imaju oblik plohe,
dok dinamicni oblici imaju oblik zavojnice, rotaci-
jom plohe oko njezine osi nastaje ista ploha, dok
rotacijom zavojnice oko njezine osi nastaje vrtlog.
Isto moZemo ustvrditi i za oblik cvijeta kuznjaka (lat.
Datura) kao i za moguci oblik crne rupe u svemiru.

ZakljuCak

U ¢lanku je prezentiran graf eksponencijalne funk-
cije za negativnu bazu. Vidjeli smo da je taj graf za-
vojnica (u 3D) koja nije jednoznacno odredena. Ka-
ko bismo postigli jednoznacnost, morali smo uzeti
odredeni argument negativnog broja, najcesce iz
intervala [0, 27) , to¢nije, 7. Pokazali smo da eks-
ponencijalna funkcijaf (x) = a* za a < 0 preslika-
va skup realnih brojeva u skup kompleksnih broje-
va, f (x) : R — C. Pri tome smo svojstva ekspo-
nencijalne funkcije za a < 0 usporedili s poznatim
svojstvima eksponencijalne funkcije za a > 0, is-
tiéuci koja su svojstva zajednicka, koja razli¢ita, a
koja potpuno nova.

Slika 9. Primjeri eksponencijalnih oblika, cvijet bilike kuznjak i moguci oblik crne rupe u svemiru

Izvor: CalcPlot3D, http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/.
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