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Tko Je prvi...
uocCio da beskonacna suma
moze biti konacna?

26

Zasigurno ste u nekom trenu svog zivota ¢uli za
Zenonove paradokse, paradokse koje je Aristotel
pripisao starogrckom filozofu Zenonu iz Eleje, ko-
ji je Zivio u 5. st. pr. Kr. Najpoznatniji medu njima
je paradoks o brzonogom Ahilu koji lovi sporu kor-
njacu: Ako Ahil tréi za kornjacom, dok on dode do
mijesta odakle je ona krenula, kornjaca je malo od-
makla, dok Ahil dode do te njezine pozicije, ona je
opet malo odmakla i tako dalje — kaze Zenon: Ahil
nikad nece uloviti kornjacéu.

Razmotrimo taj paradoks iz moderne perspekti-
ve. Pretpostavimo da Ahil i kornjaca tr¢e po prav-
cu konstantnim brzinama i neka je Ahilova brzina
a > 1 putaveca od brzine kornjace. Neka jed > 0
pocetna prednost kornjace. Da bi Ahil dosao do
pocetne pozicije kornjace treba mu neko vrijeme t,
a kornjaca je u tom istom vremenu presla — jer je a
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$to je naravno tocno za d krace od Ahilova puta.
Zenon u svom paradoksu pretpostavlja da su obje
ove sume — ova dva geometrijska reda' — besko-
nacne, pa bi Ahilu trebalo beskona¢no vremena
da ulovi kornjacu, ali danas bismo iz konvergencije
tih redova lako opovrgnuli Zenonovo razmisljanje.
No, tko je prvi primijetio da takve beskonacne sume
mogu dati kona¢an rezultat?

Stotinjak godina nakon Zenona Eudoks iz Knida
(4. st. pr. Kr.) je utemeljio tzv. metodu ekshaustije.
Ona se temelji na teoremu poznatom kao Eudok-
sova lema, satuvanom u Euklidovim Elementima:

Ako su dane avije razlicite istovrsne velicine® te ako
od vece od njih oduzmemo bar njezinu polovinu,
od dobivene razlike bar njezinu polovinu i ako se
taj proces ponavlja, onda ¢e u nekom trenu (nakon
dovoljno ponavijanja) ostatak biti manji od manje od
polaznih velicina.

Danas bismo Eudoksovu lemu zapisali formalno:
Ako su zadani a > b > 0, onda postoji prirodan
broj n takav da je

=

tj. vidimo da Eudoksova lema garantira konvergen-
Ciju geometrijskih redova kojima je kvocijent maniji
od 3 (i po kriteriju usporedivanja konvergenciju svih
redova s pozitivnim ¢lanovima koji su redom maniji
od odgovarajuc¢eg Clana takvog geometrijskog re-
da). Ipak, Eudoks jos zasigurno nije iskoristio svoju
lemu za razmatranje beskonacnih suma, tj. redova,
na nas$ nacin.

Jos stotinjak godina kasnije Arhimed iz Sirakuze
(8. st. pr. Kr, slika 1) usavrsio je Eudoksovu metodu
ekshaustije i iskoristio je za rjeSavanje niza zadata-
ka koje bismo mi danas rijesili integriranjem. Medu
njima ovdje isticemo Arhimedov dokaz da se seg-
met parabole moZze kvadrirati ravnalom i Sestarom.
Mi ¢emo uz koristenje moderne notacije pojednos-
tavljeno opisati osnovne crte Arhimedova dokaza u
kojem se, koliko je poznato, prvi put jasno pojav-
ljuje konvergentan (geometrijski) red.

Slika 1. Arhimed kako ga je oko 1620. prikazao
Domenico Fetti (slika je deklarirana kao public domain,
(preuzeta s https://commons.wikimedia.org/wiki
/File:Domenico-Fetti_Archimedes_1620. jpg)

Neka je dan segment parabole odreden tetivom
AB ineka je C totka parabole (o¢igledno izmedu
to¢aka A i B) u kojoj je tangenta paralelna s AB (sli-
ka 2). Arhimed je dokazao da je povrSina segmenta

parabole to¢no jednaka 3 povrsine trokuta ABC (iz

Cega slijedi da se segment parabole moze kvadri-
rati jer je jos prije Euklida bilo poznato kako bilo koji
trokut ravnalom i Sestarom pretvoriti u pravokutnik
jednake povrsine, kako ravnalom i Sestarom dobiti
tre¢inu neke duljine pastoga i konstruirati pravo-

kutnik Cija povrsina je 3 povrsine trokuta, a i kako
bilo koji pravokutnik ravnalom i Sestarom pretvoriti

B

C

Slika 2. Arhimedova kvadratura segmenta parabole

! Podsjetimo, red je uredeni par niza (brojeva koje zelimo sumirati u beskona¢nost) i pripadnog niza parcijalnih suma (n-ta parcijalna suma
niza je zbroj prvih n ¢lanova niza). Ako sumiramo geometrijski niz, govorimo o geometrijskom redu.

2 Misli se na veligine pozitivnih iznosa koje imaju istu fizikalnu dimenziju — dva prirodna broja, dvije duljine, dvije povréine ili dva volumena.
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u kvadrat iste povrsine).

Kako je to Arhimed pokazao? Uocio je da duzine
AC i CB generiraju nove odsjecke parabole pa je
u njih upisao nove trokute kojima je tre¢i vrh u tocki
u kojoj je tangenta paralelna s odgovaraju¢om te-
tivom. Tako se dobiju Cetiri nova manja segmenta
parabole u koje se po istom principu upisu trokuti i
tako u beskonaCnost.

Zatim je Arhimed pokazao da u prvom koraku (kad
upisujemo trokute u segmente parabole odredene
tetivama AC i CB) vrijedi da je povréina P trokuta
ABC to¢no 4 puta veca od zbroja povrsina novih
dvaju trokuta. Stoga analogno vrijedi za svaki ko-
rak (odnosno u svakom koraku dobivamo trokute
ukupno 4 puta manje povrSine nego u prethod-
nom), dakle niz ukupnih povrsina trokuta iz poje-

1
dinog koraka je geometrijski niz s kvocijentom 1 [
pocetnim ¢lanom P.

Naposljetku, koriste¢i Eudoksovu metodu eksha-
ustije Arhimed argumentira da je povrsina segmen-
ta jednaka zbroju povrsina svih tih trokuta i da je to

to¢no §D’ odnosno Arhimed je zapravo dokazao
daje

n=0 s 3
Ipak, do modernog pogleda na redove proci ¢e jos
puno stoljeca (redovi se redovno razmatraju tek od
17. stolje¢a, kad su ih koristili J. Gregory, N. Mer-
cator, I. Newton, G. W. Leibniz), no ni oni jos nisu
jasno razumieli pitanje konvergencije reda. Ono
je u potpunosti razrijeSeno tek u 19. stoljecu kad

je jasno definiran pojam limesa (A. L. Cauchy, B.
Bolzano, K. Weierstras).

Prije kraja zelimo spomenuti jednu iznimku (jer na-
kon antike se interes za ovakve teme na dugo vre-
mena izgubio), a to je francuski biskup i znanstvenik
Nicole Oresme (1323. — 1382.), koji je razmatrao
bar dva reda — harmonijski red (zbroj recipro¢nih
vrijednosti svih prirodnih brojeva), za koji je (na
prakticki isti nacin kako se danas dokazuje) doka-
zao divergenciju, tj. da mu je zbroj beskonacan te
geometrijski argumentirao konvergenciju geomet-

1
rijskih redova s kvocijentima — i =, a ujedno je dao
i geometrijski argument (slika 3) da je

> n
;5:2.

Ovo je prvi poznati prvi primjer konvergentnog reda
koji nije geometrijski!
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Slika 3. Dokaz bez rije¢i — Oresmeov geometrijski argument konvergencije reda s op¢im ¢lanom o

Stepenice su sve iste visine 1, a $irina svake sljede¢e stepenice je upola manja od prethodne.
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