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Jedna algebarska

nejednakost | njezina primjena u geometriji

Sefket Arslanagic i
Daniela Zubovi¢, Sarajevo, BiH

U ovom ¢emo cClanku dokazati jednu algebarsku nejednakost i na primjerima pokazati kako se
ona moze primijeniti u geometriji.

Rije¢ je o sliedecoj nejednakosti: = (x+y-— 2\/x_y)2
[ +y? = -z
xty=2 2 + vy, %,y > 0. (1) a ova nejednakost je to¢na, pa je to¢na i nejedna-
kost (1).

Dokaz: Imamo U (1) vrijedi jednakost ako i samo ako je x = y.

x? —|— y2 . . . - I .
xX+y> Sada ¢emo dati nekoliko primjera primjene nejed-
nakosti (1) u geometriji.
[x? + X4y
Saty- Vw2 / Primjer 1. Neka je Cetverokut ABCD trapez s os-
=2y by — 2x\/_ — 2y /A + 2xy novicama a i ¢ (a||c). Stavljaju¢iu (1) dajex = a i
2 2 y = ¢, dobivamo nejednakost:
SXtY /2
-2 a —I— 2
= P+ bxy — 4(x+y) /Xy >0 atcz + Vac.
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Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = c, tj. ako
je trapez paralelogram.

Gornja nejednakost ima poznatu geometrijsku in-
terpretaciju (slika 1).
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A a B
Slika 1.

Neka je nacrtani Cetverokut ABCD trapez. DuZina
a—+c
o 2
duzina PQ dijeli trapez na dva sli¢na dijela i vrijedi
|PQ| = /ac, aduzina RS raspolavija trapez na dva
. . o @ +c?
dijela jednakih povr§ina i vrijedi |RS| = 7

MN e srednijica trapeza i vrijedi |[MN| =

Geometrijska interpretacija nejednakosti (1) svodi
se na to da je srednjica trapeza bliza duzini koja
mu raspolavlja povr§inu nego duzini koja ga dijeli
na dva slicna dijela.

Primjer 2. Neka je Cetverokut ABCD romb Cija je
stranica a, a dijagonale d; i d».

Prema osnovnoj nejednakosti (1) dobivamo:

&? + &?
di+dy >\ % ++/dids,

a odavde zbog df + d3 = 4a*:

di +dy > aV2 + \/dd>. (2)

U (2) vrijedi jednakost ako i samo ako je di = d»,
tj. ako je u pitanju kvadrat.

Primjer 3. Neka je trokut ABC pravokutni &ije su
katete a i b, a hipotenuza je ¢. Prema osnovnoj
nejednakosti (1) imamo:

2 b2
a+b> a; + Vab
C2
s a+b> E+\/a_b,

a odavde zbog Cinjenice da je povrsina ovog tro-
b

kuta P = % = % gdje je h visina trokuta iz vrha

pravog kuta C, dobivamo:

2
— a—|—b2cT+\/c_h.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b, tj.
ako je u pitanju jednakokracni pravokutni trokut

a a\/§
(C:aﬁ‘h:ﬁ:T).

Primjer 4. U konveksnom Cetverokutu ABCD
(JA = 9C = 90°) tocke E i F su projekcije vr-
hova A i C na dijagonalu BD. Treba dokazati da
vrijedi sliede¢a nejednakost:

|AB| + |BC| + |CD| + |AD|
> (\/|AE| + \/2|BD| + /|CF|) - \/|BD|.
(3

)

Rjesenje: Stavijaju¢i u (1) da je x = |AB|, y =
|AD|, odnosnox = |BC|, y = |CD|, zbog sli¢nosti
trokuta AABD ~ AABE i ABCD ~ ABCF do-
bivamo:

AB|*+|AD|?
|AB| + |AD| > 4/ % ++/|AB|-|AD|

|BD|?
=\ + VIBD[-JAE]

_ |BD|
V2

[|BC|*+|CD|?
|BC| + |CD| > % + /|BC|-|CD|
BD|?
:\/%4- |BD| - |CF|

BD
_BDL BDl-leE. )

V2

+ V/|BD| - |AE], (4)

gdje je AE L BD, CF L BDiE,F € BD.
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Zbrajaju¢i sada nejednakosti (4) i (5), dobivamo: Kako je
|AB| + |AD| + |BC| + |CD| P rwnp — [AE| - |BD| _ |AB| - |AD|
2|BD| 2 2
> == + VIBDI(VIAE] + V/ICF) o
|AB| + |AD| + |BC| + |CD| |CF| - |BD| |BC| - |CD|
Pacep = = )

2 2

> (V/IAE] + v/2[BD| + /CF]) - V/IBD],

a ovo je nejednakost (3), Sto je i trebalo dokazati.

sada iz (3) dobivamo:

oapcp > /2P pagp + /2P apep + V2|BD),
Jednakost u (3) vrijedi ako i samo ako je Cetverokut

ABCD kvadrat. gdje je oapcp opseg Cetverokuta ABCD.

Ponudit ¢emo i geometrijsku interpretaciju nejed-
nakosti (3).
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Slika 2.
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