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Algebra — izbor iz
natjecateljskin zadataka

Patricija Dovijanic i
Nika Utrobicic¢, Zagreb

Podjela posla

Na svim razinama natjecanja u 6., 7. i 8. razredu
Gesto se pojavljuju zadatci s “podjelom posla” —
radnici koji zajedno obavljaju neki posao, cijevi ko-
je pune bazen, prijatelji koji prevode tekst i razne
sli¢ne price. U svim tim zadatcima mozemo pri-
mijeniti slican pristup, a to je promatrati §to svaki
od “sudionika” u podjeli posla, bio to radnik, cijev ili
nesto tre¢e, napravi sam u jednoj jedinici vremena.
Nakon toga jednostavno je sve povezati u cjelinu,
kao u sljede¢im zadatcima:

Zadatak 1.
Tri cijevi pune bazen vodom. Ako ga pune samo
prva i druga cijev, bazen se napuni za 20 minuta,
ako ga pune druga i tre¢a cijev, napuni se za 15
minuta, a ako ga pune prva i tre¢a cijev, hapuni se
za 12 minuta. Za koliko se vremena napuni bazen
ako ga pune sve tri cijevi zajedno?

Drzavno natjecanje 2006., 7. razred

Rjesenje: Prisjetimo se glavne ideje: bitno je odre-
diti Sto bi se dogodilo u jedinici vremena za svaku
pojedinu cijev kada bi bazen punila sama.

MLADI NADARENI MATEMATICARI

Marin Getaldic

Oznacimo sa x, y i z broj minuta koji bi trebao re-
dom prvoj, drugoj i tre¢oj cijevi da same napune
bazen. Odatle zaklju€ujemo da bi prva cijev, kada

bi punila bazen sama, u jednoj minuti napunila —
cijelog bazena. To vrijedi zbog toga sto mnoienjer)TCw
broja minuta s udjelom obavljenog posla po minuti
(x- 1) dobijemo 1, tj. cijeli bazen — cijeli posao
obavﬁcen. Sli¢no zakljuujemo da druga cijev u jed-

Z
istina bez obzira na to pune li one bazen same, s

jo$ jednom cijevi, ili s jo$ dvije — unutar jedne minu-
te, svaka od njih uvijek doprinosi istim volumenom
vode.

noj minuti napuni —, a tre¢a — bazena. To je uvijek
y

Ako bazen pune prva i druga cijev, znamo da se on
napuni za 20 minuta. Ponovno promatramo $to se
dogodi unutar jedne jedinice vremena, $to u ovom
zadatku znaci unutar jedne minute: ako se cijeli
bazen napuni za 20 minuta, u jednoj minuti napuni

1
se 20 bazena. Znamo da u jednoj minuti prva cijev

Patricija Dovijani¢ i Nika Utrobici¢, Udruga Mladi nadareni matematic¢ari “Marin Getaldi¢”, mnm@mnm. hr, Zagreb
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1 1
napuni —, a druga — bazena, a kad pune zajedno,
X

y
njihovi se doprinosi zbrajaju. Sada ovaj uvjet zada-
1 1
tka mozZzemo zapisati kao jednadzbu — + — = —,
x y 20
jer u jednoj minuti prvai druga cijev zajedno napune

20 bazena. Na slican nacin zapiSemo i preostala

dva uvjeta: +1— ! i1+l— !

e T I Ty T T
Moramo odrediti za koliko se vremena napuni ba-
zen ako ga pune sve tri cijevi zajedno. Ponovno to
svedimo na ono §to se dogodi u jednoj minuti: ako

sve tri cijevi pune zajedno, u jednoj minuti napunit
1 1 1

¢e — + — + — = — bazena. Ovdje je n broj minu-
X Z n

ta koji je potreban da sve tri cijevi zajedno napune

bazen i to je ono §to trazimo.

Rjesenje dobijemo iz sustava, no kako su nam ne-
poznanice u nazivniku, na Sto nismo navikli, bit
¢emo malo kreativniji u rjeSavanju. Zbrajanjem jed-
nadzbi

1+1_1
x y 20
1+1_1
y z 15
11 1
x oz 12’

dobivamo

x y z/ 20 15 12 5

1 1 1 1
Dijelienjem s 2 imamo — + — + — = —. Dakle,
X z 10
n = 10; sve tri cijevi zajedno napunit ¢e bazen za

10 minuta.

Zadatak 2.
Dva radnika postavljaju parkete. Kada bi radio
sam, prvi bi radnik posao zavrsio za 4 dana. Za-
jedno bi posao zavrsili za 3 dana. Medutim, nakon
§to su dva dana radili zajedno, prvi se radnik raz-
bolio pa je drugi posao zavrsio sam. Koliko je dana
trajalo postavljanje parketa?

Zupanijsko natjecanje 2014., 6. razred

Rjesenje: Ponovno promatramo $to svaki od rad-
nika sam napravi u jednoj jedinici vremena — u jed-
nome danu. Sliéno kao u prethodnom primjeru,

prvi radnik u jednome danu odradi — posla. Ne

znamo koliko bi dana trebalo drugom radniku kad
bi radio sam, tj. koliko posla drugi radnik dnevno
obavi sam, ali znamo da prvi i drugi radnik zajedno

1
dnevno odrade — posla. Sada jednostavno dobije-

mo koliko posla u danu obavi drugi radnik tako da

od onoga $to obave zajedno oduzmemo ono $to
1 1 1

obavi prvi radnik: 37112 Dakle, u jednome

danu drugi radnik sam obavi T posla.

Ono sto je drukdije u ovom zadatku u odnosu na
prosli jest promjena situacije usred obavljanja pos-
la—kada se prvi radnik razboli, drugi nastavlja sam.
To je Cesto u ovom tipu zadataka, pa treba uvijek
obratiti paznju na to i pozorno Citati tekst zadatka.

U prva dva dana dvojica radnika zajedno su odradi-

2 2 1
la 3 posla, §to znaci da im je preostalo 1 — 373

1
posla za obaviti. Tu 3 posla obavit ¢e drugi rad-

1
nik sam, i to tako da svaki dan odradi D posla.

Zanima nas koliko dana mu za to treba, $to jed-
nostavno doznamo tako da postavimo jednadzbu

1 1
gdje trazimo broj dana d: T -d = 3 pajed = 4.

Dakle, drugom radniku trebat ¢e jo§ 4 dana da sam
dovrsi posao.

Ne zaboravimo na ona dva dana zajedni¢kog radal!
Postavljanje parketa trajalo je 6 dana.

Zadatci za viezbu

1. Hotel ima tri bazena A, B i C koji se mogu
ventilima spojiti ili odvoijiti. Za punjenje se ko-
risti nekoliko jednakih cijevi. Kada su spojena
sva tri bazena, njihovo punjenje vodom iz tri-
ju cijevi traje 18 minuta. Ako se spoje samo
bazeni A i B, njihovo punjenje s pomoc¢u dviju
cijevi traje 21 minutu, a ako se spoje samo
bazeni B i C, punjenje s pomoc¢u dviju cijevi
traje 14 minuta. Koliko sekundi traje punjenje

broj 107 / godina 22. / prosinac 2020.



bazena B s pomocu jedne cijevi? (Rjesenje:
960 sekundi.)
HMOK 2020., 1. kolo, 4. razred

. Tri 3D pisaca izrade zadani model koji se moze
sloziti iz viSe dijelova. Ako biistovremeno prin-
tali prvi i drugi pisac, trebalo bi im ukupno 30
minuta za dovrsiti cijeli model. Ako bi isto-
vremeno printali prvi i tre¢i pisac, trebalo bi
im 40 minuta za dovrSavanje cijelog modela.
Drugom i tre¢em pisaCu za istovremenu izra-
du cijelog modela trebale bi 24 minute. Koliko
bi vremena trebalo svakom od pisaca kako bi
dovrsio cijeli zadani model? (Rjesenje: prvom
pisacu trebalo bi 120, drugom 40, a tre¢cem 60
minuta.)

Drzavno natjecanje 2019., 6. razred

Janica i Jelica za prijevod odredenog broja
stranica teksta trebaju 30 sati, Janica i Jurica
trebaju 42 sata, a Jelica i Jurica ¢e prijevod
zavrsiti za 35 sati. Koliko bi im vremena (sati i
minuta) trebalo za taj prijevod kada bi radili svi
troje zajedno? (Rjesenje: 23 satai20 minuta.)

Skolsko natjecanje 2012., 7. razred

Bojenje zidova u novoj zgradi 10 bi radnika
zavrsilo za 15 dana. Medutim, na pocetku je
bilo samo 6 radnika, a nakon 5 dana doS$la
su jo$ dva radnika te poslije jo$ 3 dana jo$
4 radnika. Za koliko je dana posao napokon
zavrSen? (Rjesenje: za 16 dana.)

Zupam]sko natjecanje 2013., 7. razred

. Dabi pokosili livadu pored o¢eve kuce, Dinku i
Hinku treba 36 minuta, Hinku i Vinku 45 minu-
ta, a Vinku i Dinku sat vremena. Dogovorili su
se da ¢e svaki od njih pokositi to¢no tre¢inu
livade. Koliko ¢e vremena raditi Hinko, koliko
Dinko, a koliko Vinko? (RjeSenje: Hinku ¢e
trebati 20, Dinku 30, a Vinku 60 minuta.)
Zupan/jsko natjecanje 2020., 7. razred

Janko i Matko, radeéi zajedno, zadani posao
mogu dovrsiti za 36 minuta. Radi li Janko
sam, on treba 30 minuta viSe nego kad Mat-
ko radi sam. Koliko bi trebalo Janku da sam
obavi taj posao? (Rjesenje: 90 minuta.)
Zupanijsko natjecanje 2011., 8. razred

Nejednakosti medu
sredinama

Jo$ jedna vaZzna natjecateljska tema iz podrucja
algebre su nejednakosti. Nejednakosti su pod-
ru€je koje je u velikoj mjeri zastupljeno na sred-
njoskolskim matematiCkim natjecanjima i u mno-
gim je zadatcima korisno prepoznati takozvane ne-
jednakosti medu sredinama. U ovom ¢emo se
Clanku najprije upoznati s nejednakostima medu
sredinama koje navodimo bez dokaza, a inaCe se
mogu dokazati na jako puno nacina [1]. Zatim
¢emo pokazati kako se one koriste u nekim zadat-
cima s natjecanja.

Neka je n prirodan broj ve¢i od 1 te neka su
X1,X2,...,X, pozitivni realni brojevi. Tada je nji-
hova:

e harmonijska sredina

n
1 1 1

—+—+...+=
X1 X2 Xn

H=

e geometrijska sredina
G = Ux1-x ... X,

e aritmeticka sredina
. X1 +x2+ ...+ x,
n

A

e kvadratna sredina

K_\/xf—l—x%—i—...—i—x,zl
- .

Za ovako definirane sredine vrijedi
K>A>G>H,

i upravo to su nejednakosti medu sredinama koje
¢e nam koristiti u zadatcima. Jednakosti se pos-
tizu ako i samo ako vrijedi x; = x; = ... = X,.
Najcesce se koristiA > G nejednakost.

Napomena:
K>A>G
vrijedi i za nenegativne xy,x3, ..., X, a
K>A

vrijedi za sve realne brojeve, neovisno o njihovu
predznaku.
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Pogledajmo upotrebu navedenih nejednakosti u
sliede¢im primjerima.

Zadatak 1.
Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi ne-
jednakost

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abc.

Rjesenje: Zadatak rigeSavamo primjenom A-G ne-
jednakosti na svaki od faktora. Po A-G nejedna-
kosti vrijedi:

b b
‘“ZL > Vab, ;c > Ve, c;“ > J/aa.

Mnozenjem svake nejednadzbe s 2 dobivamo:
a+b>2Vab, b+c>2Vbe, ¢ +a > 2\/ca.
Zbog toga vrijedi:

(a+b)(b+c)(c+a) > 2V ab-2v/be-2\/ca = 8abe,

Sto je trebalo dokazati.

Zadatak 2.
Dokazi da za pozitivne realne a, b, c vrijedi:

a b c 3
>

b+c+c+a a+b =2

Nesbittova nejednakost

Rjesenje: Ova nejednakost ima puno razli¢itih do-
kaza, a mi ¢emo je dokazati primjenom A-H nejed-
nakosti. Primijetimo da ako svakom od razlomaka
s lijeve strane dodamo jedan, dobivamo razlomke
s istim brojnikom. U natjecateljskim je zadatcima
Cesto korisno “namijestiti” iste brojnike.

a n b n c >§

b+c c4+a a+b 2

<~

a b c 3

b+c+c+a+a+b+325+3

<

at+b+c a+b+c a+b+c>2

b+c c+a a+b T2

<

2(a+b—|—c)( + ! + ! )>9.
b+c c+a a+b/—

Primjenimo li A-H nejednakost na

1 n 1 n 1
b+c c+a a+b’

dobivamo

1 1 1

b+c+c+a+a+b
3

3
2 (b+c)+(c+a)+ (a+b)

g,

1 1 1 9
+ > .
b+c¢c c¢c+a a+b " 2a+b+c)
Zato je
2(a+b+ )( + ! + ! )
“ ¢ b+c c¢c4+a a+b
9
>2 b —
22atbtc) 2(a+b+c)
9
:2-7:
2 %
Sto je i trebalo pokazati.
Zadatak 3.

Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi
xyz = 1. Dokazi nejednakost

B+2 ¥4+2 £42
s Tt 3
X y z
>3(2+243)
y X
DrZavno natjecanje 2016., 3. razred, A varijanta

Rjesenje: U ovom ¢emo zadatku primijeniti nejed-
nakost izmedu aritmetiCke i geometrijske sredine
na reciprocne izraze, $to je Cesta ideja. Lijevu stra-
nu nejednakosti mozemo zapisati kao

1 1 1
x3+y3+z3+2~ <—3+—3+—3>-
X y Z
o ) 1 1
Primijenimo A-G nejednakost na =5 3 3
X7y’ oz

1 1 1

;+F+;3>.3 1 :-Lzl
3 =\ 333 ayz ’
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Stoga vrijedi
X4+2 Y42 P42
s st =
X y Z

3 3 3 1 1 1
X +y +z +—3+—3+—3
¥y oz

1 1 1
+;+*+Z*32

A-G

11
Y+ S+ 5+ 5+3=
X y Z

1 1 1
(1) + (P4 5+1) + (5 +1).
¥ z X

Pribrojnike na desnoj strani grupiramo tako da po-
vezemo varijable koje su povezane i na desnoj stra-
ni originalne nejednakosti te na svaki od pribrojnika
primijenimo A-G nejednakost. Primjenom A-G ne-
jednakosti na prvi pribrojnik imamo

, 1

x+_3+1 3
Yo e x
3 “VY oy

Primjenom na sva tri pribrojnika, dobivamo

1 1 1
(f+7+g+(ﬁ+7+g+(£+7+02

,/-m ﬁy+3\/ =3. x yz)
y zZ X
pa vrijedi
642 642 )
GRS AR N PN
X hia z y z X

Sto je trebalo dokazati.

Zadatak 4.
Ako su x, y, z i w realni brojevi takvi da vrijedi

P+ AW x4 3y + 52+ Tw =4,

odredite najve¢u mogucu vrijednost izraza x +y +
z+w.
DrzZavno natjecanje 2017., 2. razred, A varijanta

Rjesenje: U ovom ¢emo zadatku demonstrirati pri-
mijenu nejednakosti izmedu kvadratne i aritmetiCke
sredine. Kako zelimo pronaci najve¢u moguéu

vrijednost x + y 4 z + w, bilo bi korisno dobiti neku

nejednakost oblikax-+y+z+w < K gdje je K neka
konstanta pa dokazati da se postize jednakost.

Uocimo prvo da uvjet mozemo zapisati kao zbroj
kvadrata:

Ay Hw x+3y+ 52+ Tw=4

<~
1 11
2. - =
FH2goxt gy
2. 3,422
Y 2 Y"1 a
5 25 25
2 — . — —
+z+22z+4 1
7 49 49
2
2. L. Ty
+ w4+ 2w+4 1
<
1

7 2
-] =25.
+ (z+ 2)

Ovako zapisan uvjet podsje¢a nas na kvadratnu

1 3 7
sredinu brojeva x+§, y+=, z+§ i w+§. Primije-

nimo na njih A-K nejednakost:

x+l+ +§+ +§+w+z
2 YT RS 2
) <
12 32 52 72
) @+2)+@+2)+@+2)+@+£
— 4 .

Primijenimo uvjet i dobijemo

I A R
X+ = = —+w
2 YR TETS

4
= x+y+z+wl2

ST
IN
|

Sada znamo da je x +y + z + w najvie 2. Pre-
ostaje pokazati da se vrijednost 2 zaista postize.
Sjetimo se uvjeta jednakosti za A-K nejednakost.
Mora vrijediti

O
2 YT TR Ty TS

Taj uvjet iskoristimo da pronademo neke x, y, z, w
koji zadovoljavaju pocCetni uvjet, a za koje se postize
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maksimum. To su, primjerice,x =2,y =1,z =0,
w = —1 (u ovom zadatku, oni su i jedinstveni jer
jos i zbroj njihovih kvadrata mora biti 25).

Zadatci za vjezbu

1. Dokazi dazasve x,y > 0 vrijedi nejednakost

9
x4+y3+x2—|—y+1>§xy.

Zupanijsko natjecanje 2009., 1. razred, A varijanta

2. Ako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da
je
1 + 1 n I |
a b ¢

dokazi nejednakost
(@—1)(b—1)(c—1) > 8.
Zu,oanijsko natjecanje 2005., 1. razred
3. Neka su O i P redom opseg i povrsina pravo-
kutnika. Dokazi da vrijedi

24P
0> ———.
T O0+P+1
Zupanijsko natjecanje 2010., 2. razred, A varijanta

4. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje
vrijedi a + b 4+ ¢ = abc. Dokazi da vrijedi

@ (be — 1) +b*(ca— 1) + (ab — 1) > 54V/3.
Zu,oanijsko natjecanje 2011., 3. razred, A varijanta

5. Dokazi da za nenegativne realne brojeve a i b
takve da je a + b < 2 vrijedi

1 n 1 - 2
1+a®> 1462~ 1+ab

Kada se postiZe jednakost?
Zupanijsko natjecanje 2019., 2. razred, A varijanta
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6. Nekasua, bic pozitivni realni brojevi takvi da
jea+ b+ c > 1. Dokazi da vrijedi

a—bc b—ca c—ab 3
+ + <z
a+bc b+ca c+ab 2
DrzZavno natjecanje 2015., 3. razred, A varijanta
7. Nekasua, bic pozitivni realni brojevi za koje
vrijedi a> + b* + ¢* = 3. Dokazi da vrijed]

c* + 3cd®
3 +2a3

a* 4+ 3ab®  b* +3bC3
a +2b3 b3 +2¢3

DrzZavno natjecanje 2015., 1. razred, A varijanta

< 4.

8. Nekasua, bic pozitivni realni brojevi takvi da
jea+ b+ c = 1. Dokazi da vrijedi

a 4 b + c <1(1 1 1)
a+b> b+ct c+a>  4\a b ¢

Drzavno natjecanje 2015., 2. razred, A varijanta

9. Nekasu a, bic pozitivni realni brojevi. DokaZi

da vrijedi
a2 + b? 3a+2b—c
a+b b+c ™ 4 '

Drzavno natjecanje 2014., 3. razred, A varijanta
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