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��	 �	 � �������=

(a+b)(b+c)(c+a) ≥ 2
√

ab·2
√

bc·2√ca = 8abc,

�� �	 �� ����� 
	 �	�� �� ���

����	�
 ��

#	�� ����� �� � 	������� ��� 
�� a, b, c �������=

a
b + c

+
b

c + a
+

c
a + b

≥ 3
2
.

(��"�

�%� ����������


��	��	��	� @ �� ������� �	� ��� � � 
�	 �� �
������� �	�

�� �� �� � �!��� 	 �� �	�� �� ��� ��� ���	� ?�/ ������

�� �	� ���<��� ������ 	 �� � �	 � �� �	� 	� �� �
	� � ��

� 
����� ���� �� �	�� � 	 ���� ���	���� � 	 �� �
	� ��

� ����� ��	����	� � ) �� ����� ��
�� ��� �� �� �� ���� �

���� �	 �	����	 $�� � ��� ����%���� ��	������

a
b + c

+
b

c + a
+

c
a + b

≥ 3
2

⇐⇒
a

b + c
+

b
c + a

+
c

a + b
+ 3 ≥ 3

2
+ 3

⇐⇒
a + b + c

b + c
+

a + b + c
c + a

+
a + b + c

a + b
≥ 9

2
⇐⇒

2(a + b + c)
( 1

b + c
+

1
c + a

+
1

a + b

)
≥ 9.

<��� ����� 	 
�?�/ ������� �	� ���

1
b + c

+
1

c + a
+

1
a + b

,

�	���� � 	

1
b + c

+
1

c + a
+

1
a + b

3

≥ 3
(b + c) + (c + a) + (a + b)

���

1
b + c

+
1

c + a
+

1
a + b

≥ 9
2(a + b + c)

.

�� �	 ��

2(a + b + c)
( 1

b + c
+

1
c + a

+
1

a + b

)
≥ 2(a + b + c) · 9

2(a + b + c)

= 2 · 9
2

= 9,

�� �	 �� ������ 
	 � 	�� �� ���

����	�
 ��

6��� � 
 x�y �z � 	���������� 
����	������ �	�� �������

xyz = 1�#	�� ���������� �	� �

x6 + 2
x3

+
y6 + 2

y3
+

z6 + 2
z3

≥ 3
(x

y
+

y
z

+
z
x

)
!
���%�� ��
������� *+0,-. 7- 
��
��. # %�
����
�

��	��	��	� ) 	�	� !��� 	 �� �� ��
 � ��� �������������

�� �	� ���� �3
 � ���� ������� � �	� ������ �� � ������

�� ����� �	�������� ����� �	 �� ���� �� ����� �4 ����
 � ��� �

�
 ������� �	� ��� 	���� 	 �� � �� � ���� 	

x3 + y3 + z3 + 2 ·
( 1

x3
+

1
y3

+
1
z3

)
.

<��� ������ 	 ?�K ������� �	� ���
1
x3

�
1
y3

�
1
z3

=

1
x3

+
1
y3

+
1
z3

3
≥ · 3

√
1

x3y3z3
= · 1

xyz
= 1.

��  ��"#$%&'����� (()&� ������ 
 ($($)



��	 � �������

x6 + 2
x3

+
y6 + 2

y3
+

z6 + 2
z3

=

x3 + y3 + z3 +
1
x3

+
1
y3

+
1
z3

+
1
x3

+
1
y3

+
1
z3︸ ︷︷ ︸

A-G

≥

x3 + y3 + z3 +
1
x3

+
1
y3

+
1
z3

+ 3 =(
x3+

1
y3

+1
)

+
(
y3+

1
z3

+1
)

+
(
z3+

1
x3

+1
)
.

<����	����� �� ����	�� ��� �� �
� ��� � 	 �� �	 �� � 	�

������ 	 �� ���� �
� �	�� �
 � 	���� ����� ����	�� ��� �

��	�� ��� 
��������� �	� ������ � �� ��	� � ����	�����

� ��� ������ 	 ?�K ������� �	� ��<��� ���	� ?�K ���

����� �	� ���� � ���� ����	���� �� � � 	

x3 +
1
y3

+ 1

3
≥ 3

√
x3

y3
=

x
y
.

<��� ���	� �� � �� ���� ����	����� ��	���� � 	(
x3+

1
y3

+1
)

+
(
y3+

1
z3

+1
)

+
(
z3+

1
x3

+1
)
≥

3 · 3

√
x3

y3
+3 · 3

√
y3

z3
+3 · 3

√
z3

x3
= 3 ·

(x
y
+

y
z
+

z
x

)
� � �������

x6 + 2
x3

+
y6 + 2

y3
+

z6 + 2
z3

≥ 3 ·
(x

y
+

y
z

+
z
x

)
�� �	 �� ����� 
	 �	�� �� ���

����	�
 ��

?�	 �
 x�y�z �w ��� 
����	������ ����� �������

x2 + y2 + z2 + w2 + x + 3y + 5z + 7w = 4,

	��������� ���!�
 � 	 
!�
 �������	������ �� x + y +
z + w�

!
���%�� ��
������� *+0/-. *- 
��
��. # %�
����
�

��	��	��	� ) 	�	� !��� 	 �� �� ��
 ��� 	������� ��� ���

� ���
 ������� �	� ����� �3
 ��� ��� ��� �� ���� �������

� �������& � �	 ���
�� 	 � �	�� !���� ���!�
 � 	 
!�


�������	��x+ y+ z+w���
	 ���	����	 �	�������


������� �	� �	�
��� x+y+z+w ≤ K  ��� ��K ����

�	���� ��� � � �	�� �� ���� �� � 	� ����� ����� �	� ��

)	���� 	 � ��	 �� 
����� 	���� 	 �� � �� � ���� 	 ���	�

��� ��� �� =

x2 + y2 + z2 + w2 + x + 3y + 5z + 7w = 4

⇐⇒
x2 + 2 · 1

2
· x +

1
4
− 1

4

+ y2 + 2 · 3
2
· y +

9
4
− 9

4

+ z2 + 2 · 5
2
· z +

25
4

− 25
4

+ w2 + 2 · 7
2
· w +

49
4

− 49
4

= 4

⇐⇒(
x +

1
2

)2
+
(
y +

3
2

)2
+
(
z +

5
2

)2

+
(
z +

7
2

)2
= 25.

@ �� �	 �� � �� � �
���� � 	�� ��!�� �� � �� ��� ��� ��


� �����
 ��	���� x+
1
2
�y+

3
2
�z+

5
2
�w+

7
2
�<��� ����

��� 	 �� ���� ?�& ������� �	� �=

x +
1
2

+ y +
3
2

+ z +
5
2

+ w +
7
2

4
≤

≤

√√√√ (x +
1
2
)2 + (y +

3
2
)2 + (z +

5
2
)2 + (z +

7
2
)2

4
.

<��� ������ 	 
������	����� 	

x +
1
2

+ y +
3
2

+ z +
5
2

+ w +
7
2

4
≤ 5

2
⇐⇒ x + y + z + w ≤ 2.

�� �� ��� � 	 �� �� x + y + z + w �� ����� � 2�<���

	��� �� � 	�� �� ���� �� �������	��2 �� ���� � 	� ������

������ 	 �� 
����� ����� �	� ���� ?�& ������� �	� ��

�	�� ���������

x +
1
2

= y +
3
2

= z +
5
2

= w +
7
2
≥ 0.

8 � �
������ �	������ 	 �� � �	�� 3�� 	 ���� x�y�z�w
�	���� �	�	
�� �� �
 � 	������
������ �� �	�� �� � 	� �����

��



� �� ���� �� ����� � ��� � ����� ��

� � ���� 
� �8	 �
�� ��� �������x = 2�y = 1�z = 0�
w = −1 �
 	�	� �� �� ��
�	���
 ���������������

�	�� ����	�����	��� ��� ��� �� � 	�� �����9��

������� �� 

�����

�� #	�� ����� �� � �� x, y > 0 �������������� �	� �

x4 + y3 + x2 + y + 1 >
9
2
xy.

���	������� ��
������� *++6-. 0- 
��
��. # %�
����
�

�� ?�	 �
 a�b�c � 	���������� 
����	������ �����

��
1
a

+
1
b

+
1
c

= 1,

�	�� ���������� �	� �

(a − 1)(b − 1)(c − 1) ≥ 8.

���	������� ��
������� *++:-. 0- 
��
��

�� 6��� � 
 O �P ���	� 	� � � �� 	������� � �� �	�

�
����� �#	�� ����� �������

O ≥ 24P
O + P + 1

.

���	������� ��
������� *+0+-. *- 
��
��. # %�
����
�

�� 6��� � 
 a�b�c � 	���������� 
����	������ �	��

�������a + b + c = abc�#	�� ����� �������

a5(bc − 1) + b5(ca − 1) + c5(ab − 1) ≥ 54
√

3.

���	������� ��
������� *+00-. 7- 
��
��. # %�
����
�

�� #	�� ����� �� ���� � ����� ��� 
�� ��	���� a �b
�� ��� �� �� a + b ≤ 2 �������

1
1 + a2

+
1

1 + b2
≤ 2

1 + ab
.

& � �� � � � 	� ����� ����� �	� �F
���	������� ��
������� *+06-. *- 
��
��. # %�
����
�

�� 6��� � 
 a�b �c � 	���������� 
����	������ �����

�� a + b + c ≥ 1�#	�� ����� �������

a − bc
a + bc

+
b − ca
b + ca

+
c − ab
c + ab

≤ 3
2
.

!
���%�� ��
������� *+0:-. 7- 
��
��. # %�
����
�

�� 6��� � 
 a�b �c � 	���������� 
����	������ �	��

�������a2 + b2 + c2 = 3�#	�� ����� �������

a4 + 3ab3

a3 + 2b3
+

b4 + 3bc3

b3 + 2c3
+

c4 + 3ca3

c3 + 2a3
≤ 4.

!
���%�� ��
������� *+0:-. 0- 
��
��. # %�
����
�

	� 6��� � 
 a�b �c � 	���������� 
����	������ �����

�� a + b + c = 1�#	�� ����� �������

a
a + b2

+
b

b + c2
+

c
c + a2

≤ 1
4

(1
a

+
1
b

+
1
c

)
.

!
���%�� ��
������� *+0:-. *- 
��
��. # %�
����
�


� 6��� � 
 a�b �c � 	���������� 
����	�����#	�� ���

�� �������

a2

a + b
+

b2

b + c
≥ 3a + 2b − c

4
.

!
���%�� ��
������� *+01-. 7- 
��
��. # %�
����
�

L I? ,= �? � = �

#&�� ��"� �� ���	�.($#4)5< 
������ ����	��
 ��� ��� � 	�

�� �
J �"��8� � � ��� � ��	� �����
����� �� � )� )����� � � � +��


J ��"�	)

(&http://www.antonija-horvatek.from.hr/
natjecanja-iz-matematike/natjecanja-
iz-matematike.htm

4&https://natjecanja.math.hr/hmok2020/
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