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Povijesne criice
0 problemima “viska i manjka”
— od kupovine zada do novciCa za prosjake

Josip Slisko,
Puebla, Meksiko

Mnogi od problema koji se pojavljuju u udzbenicima
matematike stolje¢ima su se koristiliza podu¢avanje
poCetnika u ovladavanju matematic¢kim postupci-
ma (Sanford, 1972.; Smith, 1917.; Swetz, 2012.).
Neki su problemi tijekom vremena doZivljavali ma-
nje ili veCe promjene u formulacijama, od pretpos-
tavljenog konteksta do koristenih brojevnih vrijed-
nosti. Pojedini su autori Zeljeli pokazati svoju kre-
ativnost umjesto da se koriste postojecim oblikom
zadatka. Zbog niza razloga postalo je uobi¢ajeno
da se ne spominje tko je i kada prvi formulirao ne-
ki problem premda bi takva, zgodno sro¢ena in-
formacija mogla pruziti u€enicima pocetni uvid u
vazne povijesne, kulturne i ljudske dimenzije bav-
lienja matematikom (Swetz, 1989.).

Jedan konkretan primjer izostavljanja informacije o
podrijetlu problema slijedi u nastavku.

Bura je prelomila stablo tako da je njegov vrh dodirnuo zemlju na
udaljenosti 3 m od podnozja stabla. Na kojoj je visini od tla pre-

Josip Sligko, Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Universidad Autbnoma de Puebla, México, josipslisko47@gmail . com

lomlieno stablo ako je njegova visina bila 9 m? (Jagodi¢, Sarapa
i Copi¢, 2007., str. 42.)

Bez povijesnog komentara taj problem je tek jedan
U nizu zadataka za rjeSavanje. Medutim, za raz-
liku od mnogih drugih, u matematickoj praksi taj
problem veé¢ postoji vise od 2000 godina! Pojavio
se prvi put u cuvenom kineskom udzbeniku Devet
poglavija matematickog umijeca (trinaesti problem
u devetom poglavlju) koji je napisan ili u drugom
ili u prvom stolje¢u prije nove ere. U trinaestom
stolje¢u formulaciju je dopunjavala i prigodna ilus-
tracija (slika 1).

Tijekomvremena “slomljenibambus” postaje “slom-
lieno stablo”, a problem je sluzio za viezbanje pri-
mijene Pitagorina poucka. Medutim, u zadnje je
vrileme popularnije koristenje trigonometrijskih re-
lacija:
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Slika 1. llustracija problema “slomljeni bambus”
koja olaksava razumijevanje postupka riesavanja

Vjetar je slomio jedno stablo. Vrh stabla dodiruje tlo na udaljenosti
13 m od debla i &ini kut 20° s tlom. Koja je bila pocetna visina
stabla? (Ulrich, 1987., Problem 6, str. 332.).

U ovom se tekstu izlazu neke povijesne crtice o
problemima “viska i manjka” koji su se, takoder,
pojavili u Devet poglaviia matematickog umijeca.
Za razliku od problema “slomljenog bambusa” ti-
jekom stolje¢a pojavio se i nestao niz razlicitih for-
mulacija problema “viSka i manjka”. Na kraju je
u XVIII. i XIX. stolje¢u najvecu popularnost stekao
problem o darivanju novéi¢a grupi prosjaka kojiima
dvije inacice. U prvoj mu nesto novci¢a ostaje, a
u drugoj bi mu nesto novci¢a nedostajalo. Zbog
nejasnih razloga u udzbenicima matematike na en-
gleskom i $panjolskom jeziku problemi “viska i ma-
njka” se ne pojavljuju premda oni imaju neosporan
potencijal za aritmeti¢ko i algebarsko modeliranje.'

Problemi “viSka i manjka” u
udzbeniku “Devet poglavlja
matematickog umijeca”

Takav tip problema detaljno je razmotren u sedmom
poglavlju koje ima naziv “Visak i manjak”. Engleski
termini su “Excess and deficit” (Kangshen, Cross-
ley & Lun, 1999.), dok su francuski “Excédent et
déficit” (Chemla & Shuchun, 2004.). Naziv “visak
i manjak” nije najprecizniji jer se u nekim proble-
mima koji se odnose na kupovinu koriste i druge
moguce kombinacije. One ¢e u daljnjem tekstu biti
jasno navedene.

Od 20 problema, osam se odnosi na situacije u
kojima neka grupa osoba zajedni¢ki kupuje nesto.
Ne navodi se ime novcane jedinice. Slijedi neko-
liko primjera u slobodnom prijevodu (u zagradi se
navodi tip problema).

Problem 2 (Visak i manjak)

Zajednicki se kupuju pilici. Ako svatko da 9, visak je 11. Ako
svatko da 6, manjak je 16. Reci koliki je broj kupaca i kolika je
cijena pilica. (Odgovor: 9 kupaca, cijena pili¢a je 70.)

Problem 3 (Visak i manjak)

1
Zajednicki se kupuje 7ad®. Ako svatko da X visak je 4. Ako
svatko da 3 manjak je 3. Reci koliki je broj kupaca i kolika je

cijena zada. (Odgovor: 42 kupca, cijena zada je 17.)

Zanimljivo je da je problem kupovine Zzada jedini
povijesni primjer u kojem se u formulaciji problema
koriste razlomci.

Problem 5 (Dvostruki visak)

ZajedniCki se kupuje zlato. Ako svatko da 400, visak je 3 400.
Ako svatko da 300, visak je 100. Reci koliki je broj kupaca i koja
je cijena zlata. (Odgovor: 33 kupca, cijena zlata je 9 800.)

! U Hrvatskoj se zadatci ovog tipa mogu pronadi na natjecanjima. Primjerice: “Ako bi uéenik kupio 9 biljeznica, ostalo bi mu 50 kn od sume
koju je imao. Ako bi Zelio kupiti 13 bilieZnica, nedostajalo bi mu 70 kn. Koliko je kuna imao u¢enik?” (Regionalno natjecanje iz matematike

za 4. razred, Splitska regija, 1993. godine)

2 Zad je zajedniSki izraz koji se koristi za dva razli¢ita minerala poznata kao jadeit i nefrit, Najée$ée je tamnozelene boje, ali moze biti i

sivozelenkast ili bijel.
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Problem 6 (Dvostruki manjak)

Zajednicki se kupuju ovce. Ako svatko da 5, manjak je 45. Ako
svatko da 7, manjak je 3. Reci koliki je broj kupaca i koja je cijena
ovaca. (Odgovor: 21 kupac, cijena ovaca je 150.)

Problem 7 (Visak i potpuno slaganje)

Zajednicki se kupuju svinje. Ako svatko da 100, visak je 100. Ako
svatko da 90, to je upravo dovoljno. Reci koliki je broj kupaca i
koja je cijena svinja. (Odgovor: 10 kupaca, cijena svinja je 900.)

U engleskom prijevodu (Kangshen, Crossley &
Lun, 1999., str. 357) Problem 7 pogresno je for-
muliran:

Zajednicki se kupuju svinje. Ako svatko da 100, manjak je 100.
Ako svatko da 90, to je upravo dovoljno. Reci koliki je broj kupaca
i koja je cijena svinja.

Ako se Zeli zadrzati formulacija s manjkom, onda
ona treba glasiti; “Ako svatko da 80, manjak je
100"

Problem 8 (Manjak i potpuno slaganje)

Zajedni¢ki se kupuju psi. Ako svatko da 5, manjak je 90. Ako
svatko da 50, to je upravo dovoljno. Reci koliki je broj kupaca i
koja je cijena pasa. (Odgovor: 2 kupca, cijena pasa je 100.)

Za rjeSavanje ovih problema koristeno je nekoliko
algoritama. Na primjer, za problem kupovine zada
cijena Zada i broj kupaca dobiju se sljede¢im pos-
tupkom.

1
5) pomnozi se manjkom u
drugom pla¢anju (3) i na to se dodaje umnozak

Prvi iznos pla¢anja (

) i viSka u prvom placanju

/~
W —

drugog pla¢anja
(4). Dobiveni zbroj dijeli se zbrojem viska i manjka
(3+4).

1 1 3 4
._44. 4=
3 7" _2+3
3+4 7
9+38
_ 6 17
7 42°

Prema tome cijena zada je 17, a broj kupaca je 42.

Prve inacCice problema “viska
| manjka” u europskoj
matematici

Medu prvima je u Europi takav tip problema ob-
javio talijanski matematic¢ar Filippo Calandri 1491.
godine. Ako se u slobodnom prijevodu za novéanu
jedinicu koristi naziv “nov¢i¢”, problem bi glasio:

Jedan uciteljima toliko ucenika da kada svakom naplati 8 novcica,
nedostaje mu 10 novéic¢a za stanarinu. Ako svaki ucenik plati 10
novcica, ucitelju bi nakon plac¢anja stanarine ostalo 20 novcic¢a.
Koliko uéenika ima ucitel] i kolika mu je stanarina?

Calandri je algoritam rjeSavanja predstavio na slje-
dec¢i nacin (slika 2):
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Slika 2. Algoritam rjeSavanja koji je predstavio Calandri

Da bi se uocile neke karakteristike tog algoritma,
potrebno je znati odgovore na postavljena pitanja.
Ako se svakom uceniku naplati 2 novcica vise, eli-
minira se prvobitni manjak od 10 nov¢€ica i ostvaruje
se visak od 20 novdi¢a, odnosno ukupna promje-
na je 30 nov¢i¢a. To znaci da je broj uCenika 15.
Ako svaki od njih plati 10 novcic¢a, ucitelj dobije 150
novcéica, §to mu je dovoljno za stanarinu i jo$ mu
ostaje 20 novCi¢a. To znaci da je stanarina 130
novcica.
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Lako je primijetiti da se u Calandrijevu algoritmu
ne pojavijuje eksplicitno da je to€an trazeni broj
uCenika (scolari) 15. Takoder nema jasnih indika-
cija zasto se u algoritmu pojavijuju brojevi 600 i
300. Kako je navedeno da je iznos stanarine (pigi-
one) 130 novei¢a, to znaci da ucenici plac¢aju 150
novci¢a (130 novci¢a + 20 novci¢a), odnosno da
ihima 15.

Koristeni postupak za nalazenje broja ucenika i
iznosa stanarine u ovom problemu prvi je jasno
izloZio njemacki matematiCar Johannes Widmann
1498. godine. On ga je upotrijebio za rieSavanje
dva problema viska i manjka.

U prvom problemu kupuje se anis (ne navodi se
nov¢ana jedinica):

Ako se jedna mjera anisa plati 12, onda ostaje 37. Ako bi se platio
15, onda bi nedostajalo 44. Trazi se broj mjera anisa | raspoloZivi
novac.

Pla¢ajuci 3 vise po jednoj mjeri, gubi se 81 (37 + 44 = 81). To
znaci da je broj mjera anisa 27 (81 : 3 = 27). RaspoloZivi novac
je: (27 -12) + 37 = (27 - 15) — 44 = 361.

U drugom problemu placaju se radnici (ne navodi
se nov¢ana jedinica):

Ako se svakom radniku plati 5, ostaje 11. Ako bi se svakom platilo
9, nedostajalo bi 17. Trazi se broj radnika i raspoloZivi novac.

Kada se svakom radniku plati 4 vide, placeni iznos se povec¢ava
za28 (114 17 = 28). Toznacida je brojradnika 7 (28 : 4 = 7).
Raspolozivi novac je: (7-5) + 11 = (7-9) — 17 = 46.

Glasoviti talijanski matematicar, fiziCar i inzenjer Ni-
ccolo Fontana (slika 3), poznatiji po svom nadimku
“Tartaglia” (8to znaci “mucavac”) 1556. godine je u
svojoj knjizi 0 generalnom tretmanu brojeva i mjera
(Tartaglia, 1556., str. 253) objavio, jedan za drugim,
Cak tri problema “viska i manjka”.

U jednom od problema kao kontekst koristi se situ-
acija u kojoj se plac¢aju radnici, dok se ostala dva
problema odnose na situacije kupovine. Tartaglia
koristi Widmannov postupak za nalazenije rieSenja.
Tre¢i problem i njegovo riesenje izloZeni su na slje-
dec¢i nacin:

Netko Zeli kupiti komad tkanine. Ako biza svakilakat tkanine platio
4 novcica, ostalo bi mu 60 nov¢ica. Ako bi za svaki lakat tkanine

Slika 3. Niccolo Fontana Tartaglia (1499. — 1557.)

platio 7 novci¢a, nedostajalo bi mu 90 novéica. Trazim koliko je
lakata dugacak komad tkanine i koliko nov¢i¢a ima kupac.

Zbroji visak i manjak i dobije$ 150. Oduzmi 4 od 7 i dobijes 3.
Podijeli 150 sa 3 i dobije$ 50 i to je duzina tkanine u laktima.
Pomnozi 4 sa 50 i dobije$ 200. Dodaj 60 i dobit ¢e$ 260 i toliko
je novcica u dzepu.

Inacice problema “viska i
manjka” u kojima se daje
novac siromasima ili
prosjacima

Dosad su spomenuta tri konteksta problema “viska
i manjka” koje su Koristili europski matematicari u
XV. i XVI. stoljeéu. Prvi je originalni kineski kon-
tekst “kupovina neke potrepstine”, a dva nova su
“placanje radnicima” i “placanje ucitelja”. U svom
udzbeniku “Aritmetika u tri knjige” francuski mate-
mati¢ar Jean Trenchant 1558. godine uvodi jedan
dodatni kontekst “davanje novca siromasima”:

Jedan gradanin namjerava ravnhomijerno dodijeliti odredeni broj
nov¢ica nekolicini siromaha. Da bi mogao svakome pokloniti 6
novéica, nedostaje mu 14 novéi¢a. Ako bi svakom poklonio 5
novci¢a, ostalo bi mu 9 novéica. Koliki je broj siromaha?

Zbroj 1419 je 23. Taj se zbroj podijeli razlikom izmedu 5 i 6 (Sto
je 1). To daje da je broj siromasnih osoba 23.
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Vazno je uociti da je Trenchant smanijio racunsku
zahtjevnost problema jer se ne traZi raspoloziva su-
ma novca.

Trenchant je kao dodatak naveo i jednu mogucu va-
rijaciju problema, pretvaraju¢i ga u ve¢ spomenuti
kineski tip “dva viska”:

Ako se svakom siromahu pokloni 5 novéica, ostaje 19 novcica.
Ako se pokloni 7 novéica, ostaju 3 novéica.

Smanjenije viska za 16 (19 — 3 = 16) kad se podijeli sa 2 ($to je
razlika izmedu 5 i 7) daje 8, a to je broj siromaha.

Sliede¢i znacajan doprinos problemima “viska i
manjka” dao je njemacki matematicar i astronom
Christoph Clavius (slika 4), ali tek u svojoj drugoj
inacici problema.

Slika 4. Christoph Clavius (1538. — 1612.)

U prvoj inacici problema, u knjizi “Kompendij prak-
ticne aritmetike” (1583.), koristi kao kontekst situ-
aciju “uéenici placaju ucitelja” koju je ve¢ razmatrao
Calandri:

Ugitelj ima uCenike. Ako mu svaki godi$nje plati 5 zlatnika, ne-
dostaje mu 30 zlatnika za platiti dom u kojem Zivi. Ako bi mu svaki
ucenik platio 6 zlatnika, ostalo bi mu 40 zlatnika nakon placanja
doma. Koliko ima ucenika i koja je cijena doma?

Dobiva da je broj u¢enika 70, a da je cijena doma
380 zlatnika.

Znacajno originalniju inacicu izlaze u svojoj knjizi
‘Algebra”, koja je objavljena 1608. u Rimu. Koristi
kao kontekst (mozda slijedec¢i Trenchanta) situaciju
u kojoj se daju novcCi¢i siromasima:

Jedan gradanin sreo je nepoznati broj siromasnih osoba ispred
vrata svoje ku¢e. Svakome od njih dao je 7 novci¢a. Nakon §to
je to ucinio, u ruci su mu ostala 24 nov¢i¢a. Da je htio svakom
od njih dati 9 novéica, trebala bi mu dodatna 32 novéica. Pita se
koliko je siromaha bilo i koliko je nov¢i¢a gradanin imao u svojoj
ruci,

Koristeci za broj siromaha izraz “summa”, Clavius
broj novci¢a izrazava kao "7 summas +24". Na
isti nacin, taj broj je i "9 summas —32". Izjed-
naCavajuci ta dva izraza, Clavius dobiva: “7 sum-
mas +24 = 9 summas —32". Dodaju¢i na obje
strane 32, nalazi: “7 summas +56 = 9 summas"”.
Na kraju se ima: “56 = 2 summas”.

Na taj nacin je broj siromaha 28. Broj nov¢ic¢a je
7 - 28 + 24 = 220. Isti se broj dobije koristenjem
druge relacije: 9 - 28 — 32 = 220.

Danas bismo taj problem zapisali: 7x + 24 =
9x — 32. Prema tome, moZe se smatrati da je
Clavius bio prvi matematicar koji je jedan problem
“viSka i manjka” rijesio “verbalnom inaCicom” alge-
barskog postupka.

Eksplicitni algebarsko-simboli¢ki tretman problemu
dao je Isaac Newton u svojoj “Univerzalnoj aritme-
tici”. lzdanje na latinskom objavljeno je 1707., a
engleski prijevod 1720. godine. Cetvrti je problem
glasio:

Covjeku koji zeli rasporediti ne$to novca nekolicini prosjaka ne-
dostaje osam penija da bi dao tri penija svakom od njih. Zbog
toga je dao svakom dva penija i preostala su mu tri penija. Treba
naci broj prosjaka.

Newtonovo rieSenje glasilo je:

Neka broj prosjaka bude x. Kako mu treba 8 penija da bi svima
dao 3x penija, Covjek ima (3x — 8) penija. Od toga daje 2x penija
i preostali broj penija (x — 8) je tri. To jest, x — 8 = 3ilix = 11.

Vazno je napomenuti kako Newton nije trazio da se
izratuna broj penija koje je milosrdni Covjek imao.
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Pored toga, prvi je siromasne ljude nazvao pros-
jacima (latinski “mendicus”, engleski “beggar”) i
taj naziv ¢e se koristiti u svim kasnijim i veoma
brojnim formulacijama problema u matemati¢kim
udZbenicima na engleskom jeziku.

Apstraktnu algebarsku formulaciju problema “da-
vanja novci¢a prosjacima” ponudio je engleski ma-
temati¢ar Nicholas Saunderson (slika 5).

Slika 5. Nicholas Saunderson (1682. — 1739.)

Prije izlaganja Saundersonova doprinosa korisno
je navesti nekoliko osnovnih elemenata njegovog
fascinantnog zivotopisa. Kad je imao tek godinu
dana, zbog malih boginja je ostao slijep. Usprkos
toj ogromnoj nedadi uspio je ovladati matematickim
vjestinama i Newtonovom fizikom, postati uspjeSan
predava¢ matematike i 1711. godine dobiti zvanje
“Lucasian profesor” na sveucilistu u Cambridgeu.
Istu katedru je nekoliko godina ranije drzao Newton.
Kako Saunderson nije imao formalno sveucilisno
obrazovanije, za imenovanije bila je presudna titula
“Master of Arts” koju mu je osobno dodijelila kralji-
ca. Ova zivotna pri¢a moze imati veliki motivacijski
i argumentativni potencijal u inkluzivnom obrazova-
nju.

Saunderson izlaze dvije inacice problema. Prva je
standardna u kojoj se specificira broj penija u obje
situacije davanja:

Sre¢uci skupinu prosjaka, Covjek daje svakom od njih Cetiri penija
i ostaje mu Sesnaest penija. Medutim, da je svakom od njih dao
Sest penija, za tu svrhu bi mu trebalo dodatnih dvanaest penija.
Trazi se broj prosjaka.

Odgovor: 14jerje 14-4+16 = 72 = 14-6 — 12. (Saunderson,
1740., Problem 35, str. 112.)

Saundersovo rieSenje koje obrazlaze ponudeni od-
govor glasi:

Stavi x za broj osoba. Tada, ako on svakom da Cetiri penija, broj
danih penija bit ¢e Cetiri puta veci od broja osoba, tj. 4x. Zbog
toga ¢e 4x + 16 izraziti sav novac koji je imao pri sebi. To ¢e,
takoder, biti 6x — 12 istim nacinom razmisljanja. Zbog toga je
4x 4+ 16 = 6x — 12, Slijedi 16 = 6x — 4x — 12 = 2x — 121li
2x = 16 + 12 = 28 i x, broj osoba jednak je 14, kao ($to je ve¢
re¢eno) ranije. (Sanderson, 1740., str. 113.)

Vazno je napomenuti da Saunderson, iako ne trazi
izravno da se nade broj penija koje je imao mi-
losrdan Covjek, taj broj koristi kako bi pokazao
da je trazeni broj prosjaka tocan. Naravno, iz-
jednaCavanje poCetnog broja penija u obje za-
misliene situacije osnova je za algebarsko na-
laZenje trazenog broja prosjaka.

Saundersonova generalna formulacija problema
glasila je:

Sre¢uci skupinu prosjaka, Covjek daje svakom od njih p penija i
ostaje mu a penija. Medutim, da je svakom od njih dao g pe-
nija, za tu svrhu bi mu trebalo dodatnih b penija. Koliko je bilo
prosjaka? (Saunderson, 1740., Problem 6, str. 222.)

Korite¢i se simbolom x za broj prosjaka i jednakos-
tigx — b = px + a, Saunderson nalazi rieSenje u
obliku:

a+b

a-pr
U nastavku Saunderson daje algebarski dokaz o
tocnosti pronadenog broja prosjaka.

Zahvaljuju¢i Saundersonu, problem “viska i ma-
njka” kontekstualiziran u situaciju u kojoj se daju
nov¢ic¢i prosjacima, postao je jedan od najpopu-
larnijih problema u udZzbenicima algebre i aritme-
tike u XIX. stolje¢u. U to se lako uvjeriti ako se u
pretraziva¢ knjiga “books.google.com” upise “how
many beggars were there”.

Medutim, jako je malo udZbenika iz XX. i XXI. sto-
lieca koji ga koriste. Mozda je razlog “dusobrizni¢ka”
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ideja pojedinih socijalnih grupa kako nije uputno
davati novac prosjacima jer ih tako “osudujemo”
da stalno ostanu na ulici umjesto da pokusaju nadi
bolje putove u zivotu. Treba dodati da su dru-
ge spomenute kontekstualizacije problema “viska
i manjka” nestale iz matemati¢kih udzbenika vec¢ u
XVII. stolje¢u.

Mogu li problemi “viSka i
manjka” biti korisni u nastavi
matematike?

Uzimajuc¢i u obzir njihovu povijesnu vaznost, odgo-
vor je definitivno potvrdan. To se izgleda pocinje
shvacéati u Singaporeu gdje su problemi “viska i
manjka” postali veoma popularni (potraziti na Yo-
uTubeu “excess and shortage problems”). Poseb-
no aktivan promotor tih problema je Terry Chew.
On ih uklju¢uje u svoje knjige, kako za samos-
talno ucenje i rieSavanje zahtjevnih matematickin
problema (Chew, 2008.) tako i za pripremanje
za sudjelovanje na matematickim olimpijadama
(Chew, 2007.). Zanimljivo je da ih Chew namije-
njuje uCenicima treceg i Cetvrtog razreda osnovne
Skole!

Medutim, pedagoski pristup kojim se koristi Chew
nije primjeren. Naime, on prvo ponudi algoritam-
ski postupak rieSavanja u jednom primjeru proble-
ma, a onda ucenici vjezbaju primjenu ponudenog
postupka rjeSavanja na istom tipu problema sa-
mo s izmijenjenim kontekstima i brojevima. Sli¢nu
pedagosku pogresku ponovio je u svom mikrois-
trazivanju Schwartz (2008.a; 2008.b).

Mnogo bi produktivnije bilo davati u¢enicima pro-
bleme “viska i manjka” bez prethodno ponudenog
algoritamskog postupka rieSavanja.

Ako se radi o ucenicima koji su ve¢ trebali viadati
algebarskim modeliranjem, bit ¢e zanimljivo vidjeti
kako ga primjenjuju. Oni koji budu uspjesni, sigur-
no ¢e se dobro osjecati ako im se kaze da je vrhun-
skim matematic¢arima bilo potrebno puno stolje¢a
kako bi “dosli” do takvog algebarskog riesenja.

U slu€aju miadih ucenika bez algebarskog predz-
nanja, problemi “viska i manjka” omogucuju poti-
canje njihove matemati¢ke kreativnosti koja ¢esto
zna biti ugodno nastavno iskustvo. Preporucljivo je
koristiti se zadatcima u kojima trazeni brojevi nisu
veliki.
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