mladi nadareni matematicari

Kruznice

232

Uvod

U ovom ¢&lanku dotaknut ¢emo se nekih od naj-
vaznijih Cinjenica i strategija kod rjeSavanja zada-
taka koji ukljucuju kruznice na matemati¢kim natje-
canjima u zavr$nim razredima osnovne i u srednjoj
Skoli. U trenutku kad se ucenici prvi puta ozbiljno
susretnu s ovakvim tipovima zadataka u 7. razre-
du Cesto se u njima teze snalaze. Stoga je glav-
na ideja ovog Clanka pokuSati objediniti pouc¢ak o
obodnom i sredi$njem kutu i njegove posljedice te
neke osnovne Cinjenice o tetivnim Cetverokutima
koje se prikladno nadovezuju na to. Prvi dio ¢lanka
prvenstveno je namijenjen za osnovnu Skolu i oba-
vezan je preduvjet za svakog srednjoskolca koji
zeli nauciti ponesto o tetivnim Cetverokutima (zato
¢e se i nadi poneki tezi zadatak). Drugi dio ¢lanka
prvenstveno je pisan za srednju $kolu. Kako za-
datci ne zahtijevaju nikakvo znanje srednjo$kolske
matematike izuzev onoga ¢ime se ovaj ¢lanak bavi,
prikladni su i za zainteresirane osnovnoskolce.

Luka Banovic, Rijeka

Sredisnji i obodni kut

Za poCetak cemo ukratko ponoviti sve najosnovnije
pojmove vezane za ovu tematiku. Kruznica je skup
svih to€aka ravnine jednako udaljenih od jedne
konkretne toc¢ke koju zovemo srediste kruznice.
Udaljenost sredista kruznice od to¢aka na kruznici

sekanta
kruzni luk

Slika 1. Osnovni pojmovi

Luka Banovi¢, Udruga Mladi nadareni matematicari “Marin Getaldi¢”, Zagreb, mnm@mnm. hr
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zovemo polumjer (radijus) kruznice. Polumijer
takoder Cesto oznacavai duzinu koja spaja srediste
kruznice s nekom to¢kom na kruznici. Sli¢no tome,
promjer (dijametar) kruznice moze oznacCavati i
duzinu koja spaja dvije najudaljenije (nasuprotne)
tocke na kruznici koja prolazi kroz njezino srediste,
kao i udaljenost tih dviju to¢aka koja je pritom dva-
put veca od radijusa te kruznice. Tetiva je naziv
za bilo koju duzinu kojoj su krajevi toCke kruznice.
Pravac koji dira kruznicu u jednoj tocki zovemo tan-
genta, dok je sekanta naziv za pravac koji sijee
kruzZnicu u dvjema to¢kama. Kruzni luk je naziv za
dio kruznice izmedu dviju toCaka kruznice.

Sada ¢emo definirati srediSnje pojmove ovog pog-
lavlja. Neka je danakruznica Cije srediste oznaCimo
sa S, te neka su tocke A, B i C dane kao na slici 1.

Sredisniji kut nad lukom AB je unasim oznakama
kut JBSA, tj. kut koji zatvaraju polumijeri kruznice

SA i SB. Obodni kut nad lukom AB je primjerice
kut JBCA sa slike. Opcenito se tocka C moze
nalaziti bilo gdje na kruznici i za svaki izbor tocke C
dobivamo jedan obodni kut. No, za potrebe iskaza
sliede¢eg vaznog teorema podrazumijevat ¢emo

da je obodni kut nad lukom AB samo onaj za koji
se to¢ka C i srediste kruznice nalaze s iste strane
pravca AB.

Teorem 1. (o obodnom i srediSnjem kutu) Sre-
disnji kut nad lukom Kruznice jednak je dvostrukom
obodnom kutu nad tim lukom.

Dokaz teorema je nestandardan u odnosu na
uobicajene dokaze i zadatke u geometriji s koji-
ma se ucenici susrecu u osnovnoj skoli, buduci da
se temelji na rastavljanju na slucajeve. Dokaz se
moze naci npr. u [2]. Iz ovog teorema direktno
slijedi da su svi obodni kutovi nad istim lukom
sukladni, budu¢i da je svaki obodni kut dvostru-
ko vec¢i od srediSnjeg, a sredisnji kut za isti luk je
jedinstven.

Specijalni slu¢aj teorema o obodnom i srediSnjem
kutu je Talesov teorem. Tvrdnju teorema dobijemo
kad za luk nad kojim promatramo obodni i sredi$nji
kut uzmemo polukruznicu. Uocimo da je sredisnii
kut pritom to¢no jednak 180° te ovdje umjesto iz-

raza “obodni kut nad lukom” uobicajeno govorimo
0 obodnom kutu nad promjerom kruznice.

Teorem 2. (Tales) Svaki obodni kut nad promjerom
kruZnice je pravi. Vrijediiobrat, tj. ako sutocke A, B
i C na kruznici postavijene tako da je JACB pravi,
tada je duzina AB promjer te kruZnice.

Napomenimo da obrat Talesova teorema slijedi iz
osnovnih svojstava pravokutnog trokuta AABC, za
kojeg znamo da je poloviste hipotenuze jednako
udaljeno od svih vrhova tog trokuta. Slijedi vrlo
vazan primjer.

Primjer 1. (kut izmedu tetive i tangente) Po-
kazimo da je kut izmedu tetive kruznice AB itangen-
te na tu kruznicu u jednoj od krajnjih tocaka tetive

jednak obodnom kutu nad lukom AB. Ovu tvrdnju
korisno je imati na umu buduc¢i da se nerijetko po-
javljuje u zadatcima, pogotovo na srednjoskolskim
natjecanjima.

Drzimo se oznaka sa slike 1. Tvrdnju ¢emo po-
kazati za tetivu AB i tangentu na kruznicu u tocki
A. Po teoremu o obodnom i srediSnjem kutu zna-

mo da je JBSA = %%{BCA. Potom iskoristimo
da je trokut AASB jednakokratan da dobijemo
JSAB = %(180° — JBSA) = 90° — JBCA.
Naposljetku, koriste¢i vaznu ¢injenicu da su polu-
mjer kruznice AS i tangenta na kruznicu u tocki

A okomiti, dobivamo da je trazeni kut izmedu tetive
i tangente jednak 90° — JSAB = JBCA.

Zadatak 1. Dan je trokut AABC. Simetrala kuta
u vrhu C sije¢e opisanu kruznicu trokuta AABC u
to¢ki D (naravno sijec¢e ju i u tocki C). Oznac¢imo
noziste okomice iz D na duzinu AB s E. Dokazite
da je |AE| = |BE|, 1. da je pravac DE simetrala
duZine AB (slika 2).

Rjesenje. Ovdje je glavni dio zadatka uociti za koje
lukove ¢emo primijeniti sukladnost obodnih kutova
nad istim lukom. Da bismo to uopée mogli primije-
niti, trebat ¢e nam 4 tocke na kruznici, pa svakako
nije na odmet docrtati tetive koje fale: to su teti-
ve AD i BD. To je i opdenito dobra strategija pri
rjeSavanju ovakvih zadataka, naravno ako nemamo

233



mladi nadareni matematicari

234

AN

Dn
n
Slika 2.

previse toCaka na skici pri ¢emu se onda lako pogu-

biti. Upravo za lukove AD i BAD iskoristit cemo nave-
denu ¢injenicu. Oznacimo JACD = JDCB = «.

Gledajuci obodne kutove nad lukom AD dobivamo

JABD = JACD = «, a nad lukom DB dobi-
vamo 4DAB = 4DCB = «. Sada vidimo da
je <DAB = JABD, pa je AABD jednakokracan.
Time smo zapravo rijesili zadatak buduci da znamo
da je okomica iz sjecista krakova jednakokra¢nog
trokuta na osnovicu tog trokuta zapravo simetrala
osnovice (tu ¢injenicu u ovom zadatku lako dobije-
mo npr. iz K-S-K poucka o sukladnosti primijenje-
nom na trokute AAED i ABED).

Na osnovu prethodnog zadatka mozemo poopditi
tvrdnju o sukladnosti obodnih kutova nad istim Iu-
kom. Naime, vidjeli smo da sukladnost obodnih
kutova nad razli¢itim lukovima povlaci da su ti luko-
vi sukladni, a promatrajuci riesenje prethodnog za-
datka unazad lako ¢emo se uvjeriti da vrijedi i obrat
ove tvrdnje: svi obodni kutovi na istoj kruznici
nad sukladnim lukovima su sukladni. U slje-
de¢em zadatku pokazat éemo kako racunati ku-
tove uz srediSte opisane kruznice trokuta i uz visine
trokuta. Ovisnost veli¢ina tih kutova o unutarnjim
kutovima trokuta vrijedi zapamtiti.

Zadatak 2. Neka je O srediste opisane kruznice
Siljastokutnog trokuta ABC, te neka je N noziste
visine iz vrha A. DokaZite da je JBAN = JOAC
(slika 3).

Rjesenje. Oznatimo JCBA = f3. S jedne strane,
promatrajuci kutove pravokutnog trokuta AABN

Slika 3.

dobivamo da je BAN = 90° — . S druge
strane, za odredivanje kuta JOAC prvo ¢emo is-
koristiti teorem o obodnom i srediSnjem kutu da
dobiemo 4COA = 2<CBA = 2f3, a potom
¢injenicu da je trokut AAOC jednakokracan (sje-
timo se da je to¢ka O jednako udaljena od svih
vrhova trokuta AABC) da dobiemo JOAC =

1
5(180O — JCOA) = 90° — . Vidimo da smo
zaista dobili JBAN = JOAC.

Tvrdnja prethodnog zadatka inaCe vrijedi i kad je
trokut AABC tupokutan, samo ¢e sam raspis Ku-
tova biti ponesto drukciji. Provjeru toga ostavljamo
Citatelju.

Sliedeti zadatak mozemo dozivjeti kao nadograd-
nju na prethodni.

Zadatak 3. U kruznicu je upisan Siljastokutan tro-
kut AABC takav da vrijedi JACB— < CBA = 20°.
Neka je p tangenta na kruzZnicu opisanu troku-
tu AABC u tocki A, a g tangenta u tocki B na
kruznicu ¢&iji je promjer duzina BC. Odredite ve-
li¢inu Siljastog kuta pod kojim se sijeku pravcip i g
(slika 4).

Rjesenje. Oznacimo sjeciste tangenti s T, te ne-
ka su kutovi trokuta AABC oznaceni standardno.
Zelimo odrediti kutove &etverokuta ATBC, te éemo
izraGunati trazeni kut JBTA pomoc¢u preostala tri
u tom Cetverokutu. Dva kuta odmah znamo izraziti:
JACB = y i JCBT = 90°. Da je posliedniji kut
pravi znamo jer je BC promjer plave kruznice i kao
takav on ¢e biti okomit na tangentu u jednoj svojoj
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Slika 4.

krajnoj tocki. Dakle, jedini kut koji nam je ostao je
JTAC.

No, njega ne mozemo dobiti direktno, ve¢ ¢emo
ga rastaviti na dva kuta s pomocu duzine AO, gdje
smo s O oznadili srediste kruznice opisane trokutu
AABC. Ovo je jos jedno uobicajeno docrtavanje.
Odmah vidimo da je kut STAO pravi iz istog raz-
loga kao $to je to bilo za kut CBT, samo je sa-
da rije¢ o polumjeru umjesto o promjeru kruznice.
Potom primijetimo da na potpuno isti nacin kao u
prethodnom zadatku mozemo odrediti veli¢inu ku-
ta JOAC. Dakle, JOAC = 90° — B, §to znaci da
je kut JTAC = 180° — f3, pa na kraju raunamo

JBTA = 360° — JCBT — JACB — JTAC
= 360° —90° —y — (180° — B)
—=90° — (y — B) = 90° — 20°
= 70°.

Zadatak 4. Zadana je kruznica k i njene tetive AB,
BE, EC, BD. Ako je AB paralelno s EC i BE si-
metrala kuta JABD, dokazite da je |[EC| = |BD)|
(slika 5).

Rjesenje. Najzahtjevniji dio ovog zadatka je u moru
potencijalno korisnih obodnih kutova uociti one koji
vode k rieSenju. Stoga je uvijek korisno naci sto je
viSe moguce sukladnih kutova, a ako je moguce

Slika 5.

to je idealno ciniti pocevsi od onih koji su poseb-
no istaknuti u samom zadatku. Ovdje su u tom
kontekstu istaknuti kutovi JABE i JEBD koji su
jednaki i to nad razli¢itim lukovima, pa je vrlo izg-
ledno da ¢emo na skici uspjeti naci jo$ veliki broj
njima sukladnih kutova.

Ozna¢imo JABE = JEBD = a i F neka je sje-
ci$te duzina BD i EC. Zbog paralelnosti duzina
AB i EC dobivamo da je JCEB = JABE = «
(uocimo da paralelnost daje jos kutova koji su jedna-
ki &), paje ABEF jednakokracan, tj. |EF| = |BF)|.
Iz jednakosti obodnih kutova redom nad lukovima

ED i CB dobivamo i JECD = JEBD = «, od-
nosno JCDB = JCEB = o. Dakle, JFCD =
JCDF = a, iz ¢ega zaklju¢ujemo da je ADCF
jednakokracan i [DF| = |CF|. Naposlietku dobi-
vamo

|BD| = |BF| + |DF| = |EF| + |CF| = |EC|,

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatci za vjezbu

5. Dane su kruznica kitocka T izvan kruznice. Iz
to¢ke T povucimo obje tangente na kruznicu
i nazovimo njihova diralista A i B. Pokazite da
je ATAB jednakokracan.

6. Duzine AC i BD dvije su medusobno okomite
tetive, kao na slici 6. Neka je tocka E sje-
ciste tih tetiva, a tocka F noziste okomice iz
todke B na duzinu AD. Dokazite da duzina
BD raspolavlja kut JCBF (slika 6).
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Slika 6.

7. Dvije kruznice k i ky jednakih polumijera sijeku
se u toCkama A i B. Kroz to¢ku A provucen
je pravac koji sijeCe kruznicu ky u tocki C i
kruznicu k, u tocki D. Dokazite da je ABCD
jednakokracan.

8. Neka je duzina AD promjer kruznice, a B |
C togke na kruznici takve da se duZine AC |
BD sijeku unutar kruznice pod kutom od 60°.
Ako je tocka S srediste kruznice, dokazite da
je trokut BCS jednakostranican.

DrzZavno natjecanje 2017., 7. razred

9. Neka je D totka na stranici AC trokuta ABC
takva da pravac AB dira opisanu kruznicu
trokuta BCD u toc¢ki B i neka pritom vrijedi
|BD| = |CD|. Dokazite da je pravac BD si-
metrala kuta <JCBA.

Drzavno natjecanje 2015., 8. razred

10. Duzine AC i BD dvije su medusobno okomi-

te tetive, kao na slici 6. Okomica povucena

iz tocke A na pravac CD sijeCe pravac BD u

toCki M, a okomica iz tocke B na pravac CD

sijeCe pravac AC u tocki N. Dokazite da je
Cetverokut ABNM romb.

DrZavno natjecanje 2002., 8. razred

11. Na kruznici k nalaze se tocke A i B, a na ma-
njem luku AB toCka P. Neka su Q i R toCke
na k, razli¢ite od P, takve da je |AP| = |AQ
i [BP| = |BR|. Neka je T sjeciste prava-
ca AR i BQ. Dokazite da su pravci PT i AB
medusobno okomiti.

Zupan/jsko natjecanje 2016., 2. razred, A varijanta

Tetivni Cetverokut

Nastavljamo s tetivnim Cetverokutima. Svaki Ce-
tverokut kojem se moze opisati kruznica, tj. sva-
ki Cetverokut kojemu sva Cetiri vrha leZze na istoj
kruznici zove se tetivni cetverokut. Za razliku
od trokuta kojima se svima moZze opisati kruznica,
Cetverokuti kojima svi vrhovi leze na jednoj kruznici
opcenito su iznimno rijetki; dovoljno je nacrtati tri
tocke, konstruirati kruznicu koja njima prolazi te za
Cetvrtu tocku Cetverokuta uzeti bilo koju tocku koja
nije na toj kruznici i sigurni smo da mu ne mozemo
opisati kruznicu. Unato¢ tome brojni su geometrijs-
ki zadatci u kojima je klju¢no uoditi, a potencijalno
i docrtati tetivne Cetverokute. Za uvod ¢emo poka-
zati osnovna svojstva tetivnih Cetverokuta.

Primjer 2. 1z Cinjenice da su obodni kutovi nad istim
lukom sukladni jasno je da u tetivnom Cetverokutu
ABCD vrijedi da je JACB = JADB, kao i ana-
logne tvrdnje. Zanimljivo je da vrijedi i obrat, tj. ako
za konveksan Cetverokut ABCD znamo da su na-
vedena dva kuta jednaka, smijemo zakljuciti da je
Cetverokut tetivan (slika 7). Pokazimo to!

D

B
A

Slika 7. Tetivni Cetverokut ABCD s opisanom mu kruznicom
koja ima srediste u S. U skladu s primjerom 3, odgovaraju¢i
parovi obodnih i sredisnjih kutova oznaceni su istom bojom

Nacrtajmo kruznicu koja prolazi vrhovima A, B i C
Cetverokuta. Ako se D nalazi na toj kruznici onda je
Cetverokut ABCD tetivan, stoga pretpostavimo da
to nije istina. Tada polupravac AD sije¢e kruznicu
u to¢ki D’ koja je razliéita od D. Recimo da je
|AD| < |AD'| (slika 8); drugi slu¢aj rieSava se ana-
logno. Buduéida su JACB i JAD’B obodni kutovi
nad istim lukomn, slijedi da moraju biti sukladni. No,
jednakost JADB = JACB = <JAD'B poviadi
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paralelnost pravaca BD i BD'. To ¢e biti moguée
samo ako je D = D', $to smo pretpostavili da
ne vrijedi. Time smo dosli do kontradikcije. Do-
bivanjem istog zakljucka u slucaju |AD| > |AD’|
dolazimo do kraja ovog primjera.

Slika 8.

Primjer 3. PokaZimo da je tetivnom Cetverokutu,
kojeg oznacimo s ABCD, zbroj nasuprotnih kuto-
va jednak 180°. Dvostrukom primjenom teorema
0 obodnom i sredisnjem kutu, uz oznaku S za sre-
diste kruZnice koja je opisana Cetverokutu ABCD,
odmah dobivamo da je izraz 4BAD + 4 DCB jed-
nak polovini zbroja pripadnih sredisnjih kutova, a
oni pak ¢ine puni kut u vrhu S. Iz toga slijedi je-
dan smier tvrdnje. Uocimo da, iako je na slici 7 kut
<JDCB tupi, on ima svoj pripadni sredisnji kut koji
je pritom veci od 180°.

Napomenimo da vrijedi i obrat tvrdnje prethod-
nog primjera, tj. ako za neki Cetverokut znamo da
mu je zbroj nasuprotnih kutova 180°, onda je taj
Cetverokut tetivan. Tehnika dokaza te tvrdnje vrlo je
sliéna onoj u primjeru 2, pa to ostavljamo kao zada-
tak. Znatizeljniji Citatelj alternativni dokaz moze pro-
naci u [3]. U nastavku navedimo jo$ jednu vaznu
tvrdnju koja povezuje duljine stranica i dijagonala
tetivnog Cetverokuta.

Teorem 3. (Ptolemejev poucak) Cetverokut ABCD
Je tetivan ako i samo ako vrijedi

|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD|.

Drugim rije¢ima, CGetverokut je tetivan ako i samo
ako je zbroj umnoZaka duljina parova nasuprotnih

stranica jednak umno$ku duljina njegovih dijagona-
la.

Dokaz koji ne koristi nikakve naprednije planime-
trijske tvrdnje od onih koje koristimo ovdje moze
se nadi u [1, Poglavlie 2.1]. Sada prelazimo na
zadatke.

Zadatak 12. Neka je ABCD konveksni ¢etverokut
takav da je |AB| = |BC| = |CA| i JADC = 120°.
Dokazite da je |BD| = |AD| + |CD|.

Rjesenje. Uoc¢imo da je trokut AABC jednakostra-
ni¢an, pa je JCBA + JADC = 60° + 120° =
180°. To znaci da je Cetverokut ABCD tetivan jer
mu je zbroj naspurotnih kutova jednak 180°. Sada
primijenimo Ptolemejev poucak na taj Cetverokut:
|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD)|, pa zbog
|AB| = |BC| = |CA| dijelienjem jednakosti s |AB]
dobivamo trazenu tvrdnju.

Zadatak 13. U trokutu AABC neka su nozista
visina iz B i C redom to¢ke D i E. Dokazite da
je tangenta na opisanu kruznicu trokuta AABC u
toCki A paralelna s pravcem DE (slika 9).

Slika 9.

Rjesenje. Za razliku od prethodnog zadatka gdje
nam je u zadatku bio zadan tetivni Cetverokut, ov-
dje ¢emo ga morati na¢i sami te potom primijeniti
poznate tvrdnje o tetivnim Cetverokutima. U tu svr-
hu uo¢imo da je 4BDC = JBEC = 90°, pa po
tvrdnji iz primjera 2 zakljuCujemo da je Cetverokut
BCDE tetivan. Upravo ovakvi tetivni Cetverokuti ko-
jima su vrhovi dva vrha trokuta i dva pripadna noZista
visina vrlo su Cesti i bitno je da ih se u zadatcima
odmah uoci ako postoje. Oznacimo JACB = y.
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Po teoremu o kutu izmedu tetive i tangente (ij. pri-
mjeru 1) kut izmedu tangente u tocki A i pravca AB
takoder je jednak y. Usto, koristeCi primjer 3 dobi-
vamo da je JDEA = 180° — 4BED = 4DCB =
y. Dakle, kut izmedu tetive i tangente sukladan
je kutu IDEA, iz ¢ega slijedi trazena paralelnost
pravaca.

Situacije poput onih iz prethodnih zadataka su
uobiCajene: potrebno je nadi tetivni Cetverokut s
pomocu jedne njegove karakterizacije, a onda ko-
ristimo jednu od preostalih u samom dokazu tvrd-
nje. (Karakterizacija je tvrdnja koju mozemo isko-
ristiti kao alternativnu definiciju nekog pojma, npr.
za pojam tetivnog Cetverokuta to bi bile tvrdnje iz
primjera 2 i 3 te teorema 3). Na sli¢an nacin rijesit
¢emo i sljedeci zadatak.

Zadatak 14. Tocke E'i F' su redom polovista strani-
ca CDiAD kvadrata ABCD. Pravci BE i CF sijeku
se u toc¢ki P. Dokazite da je |AP| = |AB] (slika 10).

D. C

Slika 10.

Rjesenje. Ovaj zadatak na prvu djeluje kao da ne
pripada ovoj temi, pogotovo jer nemamo hijednu
kruznicu zadanu u zadatku, a i sama tvrdnja ne
daje naslutiti da ¢e nam tetivni Cetverokuti trebati.
Medutim, zadatak se moze relativno jednostavno ri-
jesiti koritenjem svojstava tetivnih Cetverokuta, Sto
pokazuje da se ta svojstva mogu primijeniti u na-
izgled vrlo razli¢itim zadatcima. Takoder na prvi
pogled uopce nije jasno kako bismo trebali pre-
poznati da je neki od Cetverokuta na skici tetivan.
Stoga je vrlo vazno odrediti $to viSe kuteva sa skice
kako bismo uspijeli iskorisiti jednu od karakteriza-
cija tetivnog Cetverokuta. Naime, uglavnom je to i

jedini nacin za prepoznati je li Cetverokut tetivan ili
ne, jer je na oko to prakti¢ki nemoguce procijeniti.

Ovdje ¢emo prikazati rieSenje u svom najsazetijem
obliku. Treba imati na umu da ¢e prosjecan ucenik
putem vijerojatno odrediti veli¢ine mnogih kutova
koje mu u samom rjeSenju na kraju ipak nece tre-
bati, §to je itekako pozeljno i na takav pristup (da
se ne boje izraCunati §to viSe kutova) uCenike tre-
ba poticati. Lako se vidi da je po S-K-S poucku o
sukladnosti ABCE = ACDF. |z toga slijedi da je
JPBA = CFD = 180° — JAFP (ovdje koristimo
jednakost kutova s okomitim kracima), $to povlaci
da je Cetverokut ABPF tetivan. Nadalje, po S-K-S
poucku o sukladnosti vrijedi i ABAF = ACDF,
paje JCFD = JAFB. Kako je Cetverokut ABPF
tetivan, primjer 2 daje da je JAPB = JAFB, pa
kada sve spojimo vidimo da je JAPB = <JPBA,
zbog ¢ega je zaista |AP| = |AB|.

Za kraj pokaZzimo i kako se nositi s viSe tetivnih
Cetverokuta u istom zadatku.

Zadatak 15. Dan je tetivni Cetverokut ABCD. Si-
metrala duzine BC sije¢e duzinu AB u togki E.
Kruznica koja prolazi tockom E, vihom C i polo-
vistem F stranice BC sije¢e duzinu CD u toc¢ki G.
Dokazite daje AD L FG (slika 11).

Slika 11

RjeSenje. Primijetimo da su u zadatku dana dva
tetivna Cetverokuta: ABCD i EFCG, stoga ni-
je neoCekivano da ¢emo koristiti svojstva obaju
Cetverokuta. Oznadimo s H sjecite pravaca AD
i FG i docrtajmo duzine CE i EG. Opdenito je
tetivnim Cetverokutima pametno na skici docrtati
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sve stranice i dijagonale, bududi da time dobivamo
veci broj kutova od kojih neki potencijalno moze biti
kljucan za rjieSenje. Usto oznacimo i JGDH = a.
Pokazat ¢emo da je JHGD = 90° — «, iz ¢ega
¢e, promatraju¢i AHDG, slijediti tvrdnja zadatka.

Cetverokut ABCD je tetivan, pa je po primjeru
3 JCBA = 180° — JADC = JGDH = «.
Budu¢i da je ABEF = ACEF kao posljedica
svojstava simetrale duzine (S-K-S poucak), imamo
JECB = JCBE = a. Sada, kako je Getverokut
EFCG tetivan, vrijedit ¢e JEGF = JECF = «
i JEGC = 180° — QCFE = 90° prema primje-
rima 2 i 3. Naposlietku je JHGD = JFGC =
JEGC — JEGF = 90° — a, sto smo i zeljeli.

Zadatci za viezbu

16. Slicnim postupkom kao u primjeru 2 pokazite
da je Cetverokut tetivan ako mu je zbroj nasu-
protnih kutova jednak 180°.

17. Pokazite da trapez tetivni Cetverokut ako i sa-
mo ako je jednakokracan.

18. Dan je tetivni ¢etverokut ABCD. Neka okomi-
ca na AB u tocki B sijeCe pravac CD u E, te
neka okomica na CD u to¢ki D sijece pravac
AB utocki F. Dokazite da je AC || EF.

19. Pravci AB,CD i EF sijeku se u istoj tocki T.
Ako su Cetverokuti ABDC i CDFE tetivni, do-
kazite da onda i ¢etverokut ABFE mora biti
tetivan.

20. Dan je Siljastokutan trokut AABC u kojem
vrijedi |AC| > |AB|, atotka O je srediste opi-
sane kruznice. Simetrala kuta <JCAB sijece
stranicu BC u to¢ki D. Pravac okomit na pra-
vac AD koji prolazi kroz tocku B sijeCe pravac

AO u toc¢ki E. Dokazite da to¢ke A,B,D i E
leZe na istoj kruznici.
Zu,oanijsko natjecanje 2017., 2. razred, A varijanta

21. DuzinaAB je promijer kruznice sa sredi§tem u

tocki 0. Na kruznici je dana toc¢ka C takva da
je OC 1 AB. Na kra¢em luku BC odabrana
je toCka P. Pravci CP i AB sijeku se u toCki
0, atocka R je sjeciste pravca AP i okomice
kroz Q na AB. Dokazite da je |[BQ| = |OR].
Drzavno natjecanje 2014., 1. razred, A varijanta

22. Nekaje AABC jednakokracni trokut s osnovi-

com BC takav da je JBAC = 36°. Kruznica
sa sredistem u tocki C i polumjerom AC si-
jee pravac AB u toc¢ki D. Kruznica koja pro-
lazi tokama B, C i D sijeCe prvu kruznicu u
totkama D i E. Ako je S sjeciSte pravaca AE
i CD, dokazite da je |DS| = |BC).

23. Kruznice k; i k; sijeku se u tokama A i B.

Pravac [ sije¢e kruznicu k; u C i E, a kruznicu
ko u D i F tako da se to¢ka D nalazi izmedu C
i E atoCka E izmedu D i F. Pravci CA i BF
sijeku se u to¢ki G, a pravci DA i BE u tocki
H. Dokazite da je CF || HG.

Drzavno natjecanje 2015., 1. razred, A varijanta
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