Matematika i racunalo

GeoGebra (3)

Prvi softver dinamicke geometrije
na hrvatskom jeziku

Sme Sljic, Pazin

programaGeoGebra  Autor GeoGebrg € nalaze koordinate toCaka, jednadzbe pravaca,

salzburski sveucilisni profesdviarkus Ho-  funkcija i krivulja, duljine duZina, povrsine mno-
henwarterskovao je ime programa od naziva dvi-gokuta, iznosi parametara i veliCine kutova, vrijed-
ju matematickih disciplinagecmetrije i abebre.  nosti derivacija i integrala, koordinate nultocaka,
U proslim dvama brojevima najvise smo opisivaliekstrema i sjecista, itd. veC “algebarsku snagu”
alatnu traku programa, a za primjere uzimali preteProgramu daje i posebrplje za unosia dnu pro-
7no geometrijske konstrukcije. U ovom broju po-gramskog prozoravidi sliku 1.).
kugt cemo opravdati drugi dio imena programa. U polje zaunosnoZemo izravno upisivati bro-
Vjerujem da su mnogi Gitatelji u mesremenu jeve, kutove, koordinate tocaka, vektore, jediadz
postali vrlo vjesti u radu s programom. Radi onihbe pravaca, jednadzbe krivulja drugog reda, funk-
koji se tek sada ukljuéuju u ¢itanje, neke osnovneije, aritmetiCke operacije s brojevima i drugim
radnje bit ¢e ponovo opisane. veliCinama te naredbe koje se nalaz&lborniku

naredbi

E vo i treéeg nastavka opisa rada racunalnofl0 posebaralgebarskiprozor programa u kojem

Nekoliko savjeta i uputa

Izravan unos » Klik na dugme za pomoc¢ otvara dijaloski pro-
zor jednostavne poniac

Tipka <Enter> izvodi naredbu.

Tipka <Esc> Cisti polje za unos.

Tipka <7 > daje posljednji unos.

Tipka <| > daje sljedeci unos.

Svi raCunalni programi dinami¢ne geometrije
vet odavna nisu samo geometrijski konstrukcijs-
ki alat, ve¢ prodiru u podrucje algebre i analize.
Da GeoGebraprednjaci u tomu, nije zasluZan sa-

* v m v Naredba .

' [ Unos: ‘ Sjeciste[yOs, SimetralaDuzine[(4,1),(1,2)]]

T * IzburnikT T T
FPomoé Polje za unos potenciija,

simbola Izljnl.:n:l.k Izbnrn:!.k
Dugme za lzravan unos stupnjeva, grékih naredbi
brod wi slova
Slika 1.
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» Funkcijska tipka <F1> daje pomo¢ za tékuc Ne moramo imenovati objekte, ve¢ mozemo pre-

naredbu.

kazuje se ponueha naredba.

pustiti programu da to sam ¢ini abecednim redom.
« Pri utipkavanju prvih dvaju slova naredbe pri-Tako se toCka moZe zadati(s-4, 1), a duZina s

Odgovara liDuZinalA B]. Ako nam nije vazno dobiti kon-

nam, tipkom <Enter> je prihvac¢amo i kursorstrukciju korak po korak, ve¢ samo rezultat, do
se postavlja izmaduglatih zagrada. Ako nam riesenja mozemo doci jednom ugriifienom na-
ponutkna naredba ne odgovara, nastavljameedbom:

SjecigelyOs DuZina[(—4, 1), (1, —2)]].

s utipkavanjem sljedeceg slova naredbe.

» Naredbu je moguce unijeti iz padajuceg izbor-

nika s listom naredbi.

» Klikom na dugmeJnosaktivira se nam po-
lie za unosu kojem je moguce kopirati imena

objekata u polje za unos klikom na objekte J'UNKCIja

geometrijskom ili algebarskom prozoru.

Primjer jednostavne konstrukcije

Krenimo od zadatkalJ kojoj tocki sijeCe si-
metraladuZine AB, A-4, 1)iB(1, —2), os ordina-

Snazan alat za proucCavanje

Dinami¢na tangenta na graf funkcije

Zelimo prikazati graf funkcijef (x) = sin(x),
tangentu na tu funkciju u njezinoj promjenljivoj

ta? Izravnim upisom u polje za unos konstrukcijuocki, nastajanje grafa derivacije i nagib s vertikal-
je moguce izvesti upisom sljedecih naredbi i nakoRom katetom pravokutnog trokuta, ¢ija je horizon-
talna kateta duljine 1. Upisujemo naredbe redom:

svake p:
A=(-41)
B=(1-2)
a = DuZinalA B]

s_a = SimetralaDuZin€[a]
T = Sjecige[yOs s_a].

Nakon svake naredbe pritisnemo tipku <Enter>.

®] GeoGebra - Magib i derivacija.ggb

f(x) = sin(x)
a=1
T=(af()

t = Tangentg[a, f|
k = Nagibit]

T = (x(T), k).

Datoteka Uredivanje Prikaz Odrednice Prozor

Pomod

A
&

ks

7

3z

4 MNezavisni objekti X
, ..... .::;. a=0.28

(D (%) = sin(x)

_4 Zavisni objekti #
- @ T ={0.28, 0.28)

- @ T ={0.28, 0.96)
S () = cos(x)
- @k =0.96

“o @ty = 0.96x f

Macin: Pomicanje

[ Unos: H

H: vHu v‘ ‘Naredba...
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Dobivene objekte moZemo dodatno urediti linimo odabirom naredbBedefiniranje u skoe
pogledu boje i oblika u izbornikwredivanje >  nom izborniku ili dvostrukim klikom na jednatm
Svojstva (slika 2). Biti ¢e vrlo efektno ako toki  u algebarskom prozoru. Ono Sto smo vec definirali
T’ uklju€imo trag Kako se toka T bude gibala po (tocka funkcije, nagib, tangenta, derivagijiame
grafu, toka T’ Ce pisati graf derivacije. Podsjeti- se ne gubi. MoZemo joS dodati nultocke i ekstrem
mo: za animaciju ttke T potrebno se prebaciti na funkcije jednostavnim naredbamatultocka][f] i
nadn Pomicanjei kliknuti na parametan, kojim  Ekstrem|f] (slika 3).
je ta tocka definirana, te strelicama na tipkovnici  Ove dvije posljednje naredbe moZemo kori-
ili tipkama +/— pomicati toCku. Desnom tip- stiti samo za polinome. Ne mogu se primjerice
kom na broja i izborom naredbe’okaZi objekt  dobiti ekstremi funkcije sinus ili njezine nultke.

u skomom izborniku dobivamo kliza¢ za uprav-|pak, nultocke bilo koje funkcije moguce je dobiti
ljanje brojem. Primijetite da program nije samonaredbama:
nacrtao graf derivacije funkcije, ve€ je napisao i Nulto¢kal[funkcija f, broj § — daje nulto&u
njezinu jednadau f'(x) = cogx) u algebarskom fynkcije f s poéetnom vrijedn@s: a po Newtono-
prozoru. Do prve derivacije mogli smo doci jed-yoj metodi;
nostavnim upisont’(x) u polje za unos, odnosno Nultockalfunkcija f, broj a, broj b — daje
do druge derivacije upisorff (x). Ili upisom na-  nyjtocku funkcijef na intervalufa, b] po metodi
redbeDerivacija[funkcija f, broj rj, 3o dajen-tu  eqyia falsi
derivaciju funkcijef (x).

Aritmetika funkcija

Nultocke i ekstremi Kada uGeoGebii zadajemo funkcije, vrlo

Primijetimo da graf funkcije koji je definiran korisno je zadavati ih opéim brojevima umjesto
kao nezavisni objekt moZemo u nacCifiumicanje  konkretnih koeficijenata. Naravno, prije toga je
micati miSem po crtacoj plohi. Naravno da ga pratpotrebno definirati koeficijente. Tako se, na prim-
i odgovaraju¢a promjena jednadZbe u algebarskojer, moZe zadati funkcij&(x) = asin(bx+c) +d.
prozoru. Tako se moZe proucavati kakav utjecaj nime je zapravo definirana cijela obitelj krivulja.
jednadZbu funkcije imaju pomaci po osia kakav Koeficijente se lako mijenja tipkam#&/— na tip-
pomaci po osy. MozZzemo i zamijeniti danu fun- kovnici. Za finiju promjenu podesi sgorak u
kciju, npr., funkcijomf (x) = 0.75¢ —2x — 2. To  dijaloskom okviruSvojstva,

[®] GeoGebra - kvadratna i derivacije.ggb |Z]|E]E|

Datoteka Uredivanje Prikaz Odrednice Prozor Pomod

.
LA

----- 9 T=(3.7,087) ~
----- O T'= (3.7, 3.55)
----- D) =15%-2
----- J fxy =15
----- D k=355

----- D tiy=3.55%-12.27
..... 2 %, =(-0.77,0)

...... D X, = (3.44, 0)

Nacin: Pomicanje crtace plohe

| Unos: H

2

2 vHa v:‘Naredha.., VIM

Slika 3.
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_ A Nezavisni objekti X h(x) =16 cos(1.5 %) 1 %

..... De=1
4 Zavisni objekti

----- & f(x) =1.6 cos(1.5 x)

..... 9 gix)=1x

----- & hix)=16cos{(15x)1x
|| Pomocéni objekti

[
o

f(x)=1.6cos(1.9x)
-4

alh= 1 I

Slika 4.

S definiranim funkcijamd (x) i g(x) mogu® » Sjecige[funkcija f, funkcija g, toka A daje

je izvoditi raCunske operacije: sjecide odf i gs pocetnom vrijednadsl A (za
— zbrajanjaf (x) + g(x), Newtonovu metody
— oduzimanijaf (X) — g(X) « Sjecige[funkcija f, pravac g, ttka A daje

sjecige odf i gs pocetnom vrijednadsl A (za
Newtonovu metodu

mnoZenjaf (X)*g(X,)
dijeljenjaf(x)/g(x),

crtanje reciprocne funkcije/f(x),
potenciranje funkcije, npr(f (x)?® (u smislu * Da bismo ogranicili funkciju unutar zadanog in-
mnoZenja same sa sobpm tervala[a, b], trebamo koristiti naredbunkci-

a Ja[funkcija f, broj a, broj B. Ta naredba daje
f(x) i g(x). Takoter se izravnim upisom mogu funkcijuje_dnaku funkcijivf (x) definirg_nu samo na
dobiti i kompozicije funkcija: f(g(x)), g(f(x)), z_adanom mte_r_valu. _M_oze se za_(_JIatl i do tada nede-
F(F(X)), ... finirana funkcija. Primjer:Funkcija [}, —1, 3].

Postoji niz naredbi za dobivanje sjecista dvajJ NaredbaPolinomifunkcija f| prikazuje funkci-

grafova funkcija ili grafa funkcije i pravca: Ju f kao[(polino)m] u kanzonskom zapisu. Primjer:
L i _ " Polinom|(x — 3)2] dajexs — 6x + 9.
¢ fi{steg'iz[]f’?gr_'om f. polinom fdaje sva sje- | aredhaTaylorovPolinom(funkcija f, broj a,

) - _ ) ~ broj n] daje red potencija za funkcijéi u okolini
» Sjecigelpolinom f, polinom g, broj hdaje totke x — aredan.

Josnaredbi za funkcije

Na slici 4 je funkcijah(x) umnoZak funkcij

n-to sjecise odf i g; « Naredbalntegral [funkcija f| daje neodreehi
« Sjecige[polinom f, pravac gdaje sva sjecta integral zaf (x). JednadZbu i graf primitivne funk-
odfig; cije.
» Sjecidelpolinom f, pravac g, brojjdajen-to  « Odreteni integral funkcijef (x) oda do b dobije
sjecite odf i g; se naredbonintegral[funkcija f, broj a, broj b.
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Ova funkcija crta i povrsinu izntedgrafa funkcije
i X-0Si.

« Integral[funkcija f, funkcija g, broj a, broj b
Odreteniintegral odf (x) —g(x) odadob. Ovana-
redba takodr crta povrSinu izmedu grafova funk-
cijafig.

» DonjaSumd[funkcija f, broj a, broj b, broj i
Donja suma funkcije na intervalu[a, b] s n pra-
vokutnika. Ova naredba takedcrta pravokutnike
donje sume.

» GornjaSuma(funkcija f, broj a, broj b, broj h
Gornja suma funkcijé na intervalufa, b] sn pra-
vokutnika. Ova naredba takedcrta pravokutnike
gornje sume.

Mocan prezentacijski alat, a
jednostavan za uporabu

Govoriti o gornjim i donjim sumama da bismo

a=02

b=0

c=-1

n=12

f(x) =ax’ +bx+c
A = Tocka[xO9d

B = Tocka[xO9d

| = Integral [f, x(A), X(B)]
Dsuma= DonjaSumdf, x(A), X(B), n]

Ovaj se crteZ razlikuje od staticnog po torite @
moguce mijenjati samu funkciju, granice odeed
nog integrala i broj pravokutnika u donjoj sumi.

Dinamicni tekst

Na slici 5 vidljiv je pravilan matematicki zapis
odretknog integrala i njegova vrijednost u kon-
kretnom slu¢aju. Rije€ je o dinami¢nom tekstu
u kojem se mijenjaju granice odrexog integra-

dosli do pojma integrala, a imati na raspolaganjia kako se pomicu td@ A i B, mijenja se zapis
samo kredu i plocu, nije bas jednostavno. Pose@unkcije ako mijenjamo koeficijente ili funkciju u

nemo li za slikom u knijizi ili na grafoskopskoj
foliji puno je zornije, ali ni izbliza nije onako kako
to moZe izgledati u nekom racunalnom program
dinami¢ne geometrije.

A

4

9 2
J(0.2x¢ -1)o=3.33
0

/

B

Wl

1
4

M{x) =02x*-1

Slika 5.

A u GeoGebrije vrlo, vrlo lako izraditi crteZ
poput ovog na slici 5, sliede¢im naredbama:

potpunosti i mijenja se iznos integrala. Nacelno
je dinamicni tekst lako dobiti alatornmetanje
teksta iz alatne trake. Recimo, ako Zelimo do-
biti vrijednost vodeceg koeficijenta zapisanog u
geometrijskom prozoru, u dijaloski okvir upisemo
“Vodeci koeficijent a =+ a. Problem s integra-
lom je nesto sloZeniji. U dijaloski okvitslika 6)
potrebno je upisati sljedeci tekst:

MNRL{" (AN + A+ ((B)) + N+ dx ="+

Tekst T1

fit_{* ¢ ((A) + P+ B + N+ 1+ s = w0 v
LaTeX farmula

[ uredu || odustani |

Slika 6.

i pritom ukljuciti opciju BTEX formula. Tako se
mogu pisati razlomci, korijeni, vektori i ostali ma-
tematiCki posebni znakovi koristenjeATgX na-
redbi.
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Domaca zadaca za dugo toplo |

ljieto

Toliko u ovom broju, vjerni Citatelji. Uz-

mite tri posljednja brojefﬁ-a i ukljucite raw-

nalo i prije pocetka godiSnjeg odmora upoznaj-

te Cari matematike uzseoGebruili se pak na-

kon ljetnih vrucina vratite pripremama za nastav
uz novogpomocnika Ako vam nedostaju ide-

je Sto biste mogli konstruirati i za Sto upotrije-

biti program, svakako posjetit&eoGebruWiki

(http://www.geogebra.at/en/wiki/), web

mjesto na kojem se besplatno razmjenjuggb

uradci. Materijali su na francuskom, engleskom,
talijanskom, katalonskom, hrvatskom, S$panjol-

skom,. ... Jedan mali progranntje okupio mno-

ge graditeljkule matematice. No pomutnje nema

jer svi razumiju univerzalni matematicki jezik.

Mi jos nismo ni obradili sve detalje progra-
ma, a autor programa vec najavljuje vrucu jeser

uz inacicu 2.6.

Operacija ‘ uUnos
predznak sgn( )
apsolutna vrijednost abs( )
predznak sgn( )
kvadratni korijen sqrt( )
eksponencijalna funkcija exp( )
logaritam(prirodni) log ()
kosinus cos( )
sinus sin( )
tangens tan( )
arkus kosinus acoy )
arkus sinus asin( )
arkus tangens atan( )
kosinus hiperbolni cosh( )
sinus hiperbolni sinh( )
tangens hiperbolni tanh( )
| Area kosinus hiperbolni acosh( )
' Area sinus hiperbolni asinh( )
Area tangens hiperbolni atanh( )
najvece cijelo manje od ili jednakofloor ()
najmanje cijelo vece od ili jednakoceil ( )

Prilozi

Prilog 1. AritmetiCke operacije i dozvoljene
funkcije

Prilog 2. Neke ETeX naredbe

IATEX naredbe Rezultat
Operacija unos ‘ a\cdot b a-b
zbrajanje + \frac{a} {b} g
oduzimanje —
t

mnoZenje, skalarni umnak | x* ili razmak tzg:ti)[(j] ) é_))(_(
dijeljenje / \vec{v} 7
potenciranje ~ili 2,8 \overing AB] ==
faktorijela [ — 5

— x"{2} X
gamma funkcija gammg )
zagrade () a_{1) i
x-l?oordinata x() \sin\alpha+ \cos\beta sina + cosb
y-koordinata v() \int_{a}"{b} x dx f;’xdx
apsolutna vrijednost abs( ) \sum_{i=1}"{n} i2 St i?
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