Zanimljivosti

Zamjena
kazaljki na satu

Zeliko Hanj$, Zagreb i Nikola Livaja, S ~ ibenik

Prosle godine na DrZavnom natjecanju
iz matematike, Nikola Livaja, ucitelj mate-
matike u osnovnoj skoli Petra KreSimira IV u
Sibeniku ispri¢ao je jedan zadatak o kazaljka-
ma na satu koji je jednom bio na natjecanju za
uCenike osnovne skole. Nismo odmah vidjeli
rjesenje i to nam je ukazivalo da je zadatak
jako interesantan. Tokom proslog ljeta, kada
smo bili na izletu u Pakostanima na Vrans-
kom jezeru, ponovo smo ga se sjetili. Na kra-
ju se ispostavilo da je problem zaista veoma
zanimljiv i da se mogu dobiti i neki dodatni
rezutati.

Evo zadatka koji smo imali na samom
pocetku.

Sat pokazuje vrijeme izme® i 9 sati.
Ako se zamijene velika i mala kazaljka, on
pokazuju vrijeme izmedll i 12 sati.

1) Koje vrijeme pokazuje sat u svakom
od ova dva slu¢aja?

2) Kolika je razlika vremena koje on po-
kazuje u ta dva trenutka?

Da bismo odgovorili na ova pitanja najp-
rije éemo napraviti matematicku formulaciju
problema. Neka je duljina luka vrha velike
kazaljke izmed dva uzastopna sata jednaka
1 (to znaci da je opseg kruznice koju opisuje
vrh velike kazaljke jednak 12 Ako se mala
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kazaljka pomakne od oznake zalsdbk+1,
onda protekne 60 minuta. Ako se velika ka-
zaljka pomakne od oznake za &atok + 1,
onda protekne 5 minuta.

B 12
11—

U danom su zadatku mala kazaljka sata
u prvom i velika u drugom sluc¢aju na lu¢noj
udaljenostix od oznake zasat 8,9 o < 1.
Velika kazaljka u prvom i mala u drugom slu-
¢aju na lucnoj su udaljenogiiod oznake za
satl1l,0< B < 1.

Od 8 sati do trenutka koji promatramo
proteklo jec - 60 minuta, a to je jednako vre-
menu koje pokazuje velika kazaljka. Ono je
jednako %11+ ). Time dobivamo jednadz
bu

o -60=5(11+ B).
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Promatrajuci kazaljke i vrijeme izntedll i
12 sati dobivamo jednddm
B -60=5(8+ o).
Rjesenje ovog sistema od dvije jedribdz
dvije nepoznanice je
_ 149
“T 143
TraZena vremena su

_ 0 — ah (5108Y’
Te=[(84a)-60' =8 (58143>,

107

F=1a3

_ el — 110 (44228
Ti1 = [(11+ B) - 60 = 11 <44143>.

Razlika vremena je

g =11 (24128) g (56208
Ti1—Tg=11 <44143> 8 58143

_oh (42
S (s02).

Sada moZemo lako dokazati sljédec
opcenitiju tvrdnju.

Sat pokazuje vrijeme izmedk i k+ 1
sati, gdje je0 < k < 10. Ako se zamijene
velika i mala kazaljka, on pokazuje vrijeme
izmedili | +1sati,gdjejed <k < <11

1) Utim trenucima sat pokazuje vremena

_h (12+k '
Tk=Kk (143 60),

_h (1+1% !

T =1 < 143 60| ,

gdje su | i T, vremena koja pokazuje sat u
prvom i drugom slucaju.

2) Razlika vremena koja sat pokazuje u
ta dva trenutka jednaka je

rom= [(s2)0-0] - @

Istim zaklju€ivanjem kao u prethodnom
slucaju dobivamo sistem od dvije linearne
jednadZbe s dvije nepoznanice

(1)

a-60=5(+ ),
B -60=5K+ a), O<a, B <],
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Cije riesenje je

L (124K g (i
“\ 13 ) “ 13 )

Odavde se dobivaju rieSenfai T u (1).
Nakon malo sreidtanja dobije se

+12k 124k

= %)(I—k): (551—53> (I-k) minuta.

Zanimljivo je da se drugi moZe dobiti i
bez poznavanja vremena koja su dobivena u
prvom slucaju.

Odgovor se trazi na ovaj nacin.

Neka jeo lu€na udaljenost male kazalj-
ke od oznake za s&t a8 luCna udaljenost
male kazaljke od oznake za datU prvom
sluc¢aju je
Tk=k-60+(1-54+8-5),
Ti=1-60+(k-5+ o -5),
Odavde je

T —Tk=55-(-K)+5- (¢ —B). (3
Racunanjem vremena samo pomoc¢u male ka-
zaljke, izlazi:

Tk:(k+a)-60, T :(|+ﬁ)-60.

TI—Tk=(1—k)-60—-60- (a — B).
1z (3) i (4) slijedi

55- (1 = k) + 5 (o — B)
=(I-k)-60—60-(ax —B),
tj. o — B = 'Z¥. Sadaje

O<o,B<1

(4)

13
Ako jel =k + 1, onda jeTy1 — T = 552
minuta, a ako jd = 11, k = 0, onda je
Ti1— To = 6648 minuta= 11N (48)" =
120 — (555)".

T —Tk= (55£> (I — k) minuta
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