ViSe nego u udzbenik

Poopcenje
jedne uvjetne algebarske nejednakosti

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

Pitanju moguénosti poopéenjaenera- Dokaz 1. Pod ¢emo od ocigledne ne-
lizacije) neke tvrdnje u matematici treba u jednakosti:
svakom slu¢aju posvetiti izuzetnu paznju u (a+ c)2 4 (b— d)2 >0

radu s matematicki nadarenim ucenicima.

InaGe, takva sposobnost brze i Siroke gene- il

ralizacije matematickih objekata, relacija i L+ +E+d+ 2(ac — bd) > 0.
operacija je ¢esto karakteristika matenigitic
nadarenih uCenika. To ima ogroman Zajac s o 5 o
izgradvanju mlade limosti budieg matema- a+b"+c°+d =2
tiCara. Nastavnik bi trebao ukazivati UVijEk, toiz gornje nejednakosti dobivamo
ukoliko to problem ili tvrtenje omogucuju, P bd) > 0

na moguénost poopcéenja jer je to jedan od +2(ac —bd) > 0,

prvih koraka uvodnja mlade licnosti u ma-  tj.

tematiku kao nauku a® ¢e za ucenike biti ac—hbd > —1. (1)
od velike koristi i vaZznosti u budu¢em radu.

Kako je iz uvjeta zadatka

Takotkr iz oCigledne nejednakosti
(a—c)?+(b+d)3?>>0
Nejednakost dobivamo
& +b? + ¢+ d? 4 2(bd — ac) > 0,
a odavde zbo@® + b? + 2 + d? = 2

U ovom danku dokazivat c¢emo jednu
nejednakost i dati njeno poopcéenje kdje-c

mo dokazati na trinacina. RijeC je o sljédgc 2+ 2(bd — ac) > 0,
nejednakosti: tj.
1+bd—ac>0,
Akgje , _ , odnosno
Z+bP=1 i F+d=1, ac—hd < 1. (2)
(@bcdeR) Sada iz(1) i (2) dobivamo
vrijedi nejednakost: —-1<ac—-hd<1
—1<ac—bhd <1 ili
lac —bd| < 1,
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Sto je trebalo dokazati.

Dokaz 2. Ako pomnoZimo jednakosti
a+b?=1ic%+d? =1 iz uvjeta zadatka,
dobivamo

a2c? + a2d? + b?c? + bPd? = 1,
ili
ac® + a’d® + b? + ¢2
+ b?d? + 2abcd — 2abed = 1,
a odavde
(ac — bd)? + (bc + ad)® = 1.

Kako je (bc + ad)? < 1, to mora biti

(ac—bhd)? < 1,
g.

—-1<ac—bd <1

ili

lac — bd| < 1,

Sto je i trebalo dokazati.

Dokaz 3. 1z uvjeta zadatka? 4+ b? = 1
i 2+ ¢ = 1 moZemo uzeti da j@ =
sina, b = cosa, ¢ = sin i d = cosp
(sifo+cofo =1isiPp+cosp =1
su osnovni trigonometrijski identiteti Tako
sada treba dokazati da je

|sina sinB — cosa cosf| < 1,
&to je odgledno toc¢no jer je
| —coqo+B) <1

Napomena 1. Na sliCan nacin, polazec
od ociglednih nejednakosti

(m—a)?+(n-b?+(p-c?>0

(m+a)?+ (n+b)®>+ (p+¢)® >0,
dokazuje se nejednakost
—-1<ma+mb+pc<1l
odnosno
|ma+nb+ pc| < 1,
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uz uvjet:
2+ +c=1 i mM+rP+p=1;
(ab,c,mn peR).

Pooptenje

Sada se prirodno namece pitanje mtiz
se ovaj zadatak poopciti. Odgovor je potvr-
dan. Dakle, dokazat ¢emo da vrijedi sljédec
nejednakost:

—1<agb;+ah+...a0b, <1 (3)
uz uvjet:
a2+as+.. +a2=1

b2 +b5+...+b2=1
gdje su
a,beR, (i=12...,n).

Dokaz 1. Pod ¢emo od ociglednih ne-
jednakosti
(ag—b1)?+(a2—b2)%+ . .. +(aq—bn)?>0,
(4)
(ay+by)2+(a%+b?)2+ . .. +(an+by)?>0,
(5
i uvesti zamjenu:
X =aiby +ahy + ... + anbn.
Sada iz nejednakosti4) i (5), zbog uv-
jeta zadatkaa& + a + ... + a2 = 1 i
b? + b3 + ... + b2 = 1, dobivamo nakon
kvadriranja:

2-2x>0, (6)

24+2x>0. (7)
Sada iz(6) i (7) dobivamo:
—1<x<1,
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ili Graficko tumacenije:

y a>0
—1<ab+abr+...+abp <1, D<0
tj.
lagbs + agbp + ... + agbp| < 1,
Sto znaci da je nejednako@) tocna.
Dokaz 2. Iz nejednakosti izmadkvad- o >
ratne i geometrijske sredine, slijedi 0 o
Pod cemo odn ociglednih nejednakosti:
a2+ b? 2
5 > Vab, (asx —by)* > 0,

(apx — bp)? > 0,
zasvea b € R, pa je svakako odavde:

a2+ b? '
jabl < ——: (abeR). (8 (anXx — bp)? > 0,
Koristit ¢emo i €injenicu da je apsolutna vri- ©dnosno
jednost zbrojan realnih brojeva manja ili jed- a2x? — 2agbyx + b2 > 0,
naka od zbroja apsolutnih vrijednosti tih bro- a%xz — Daphox + b% >0,

jeva. Sada imamo zbd@®):

lagbs + agby + ... + anby|

2,2 2
< |aubi| + |agbp| + - .. + [anbn| X" — 2anbpx + 1y > 0

Nakon zbrajanja ovih nejednakosti, dobiva-

_ a§+b§+a§+b§ +aﬁ+b§ mo-
<=3 5 5 ;
2 2 212
_ @radt.. Aai+bi+bi+. . b3 (@ +a+... +a)x
= 2 — 2(aghy + agbp + . .. + anbn)x
:1+1:1’ +0Z4b5+...+b2>0,
2 a odavde zbog uvjet® + a3 +...+a2 =1
tj. ibZ+b3+...+b3=1
laghy + aghy + ... + anbn| < 1, x? — 2(atby 4+ aghy + ... + anby)x +1> 0.
ili Da bi ova nejednakost bila to¢na, mora zbog
(9) biti:

—1< ab ab bh <1

Sto je i trebalo dokazati. D = 4(auby + @by + ... + anbn)2 — 4 < O,
a odavde
(arby + agbp + ... + anbn)® < 1, 1.
—1<aby +ahy+... +aby < 1,

Dokaz 3. Ovdje ¢emo Koristiti Cinjenicu
daje
ax®+bx+c>0 (VxeR),
odnosno
lagbs + agbp + ... + agbp| < 1,
Sto je trebalo dokazati.

ako je
a>0 i D=b*-4ac<0. (9

V4
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