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Kakva je veza medu
velicinama u zadatku?

Patar Vranjkovi¢, Zadar

Ima zadataka koje ucenici jednostavno kako bi bilo dobro “u ranoj fazi” otkriti je
ne vole (Sto ne znaci da ne vole i matema- li sa zadatkom “sve u redu”. No, pitanja su

tiku), a neki zadaci ih i frustriraju. Da li  svakako znacajna. To Ce pokazati i primjeri.
mozda pretjeruju?! t8 zapravo ucenici ne Evo, poc¢nimo s jednim primjerom.
vole? Ucenici ne vole da je zadatak koji je o

privukao njihovu pozornost i na odred na- Primjer 1.

&in zasluZio njihov trud, nerjesiv ili da nema U rombu je zadanoe+ f = 28,a = 10.
smisla. Pitanje je radi li se o dobro odabra- Nad duljine dijagonalaei f.

nom zadatku ili ne, ali je sigurno da se ne radi RjesenjeNacrtajmo sliku.

0 zadatku koji sluzi za “jednokratnu upora- D C

bu”. No zadatak koji je na prvi pogled ne

samo tadanerjesiv ilinema smisla, ima neku

podlogu, iz njega izviru razna pitanja, njime s

nesto naslu¢ujemo, pretpostavljamo, ali ana-

lizu tek treba provesti. Takvi zadaci nose ¢/2 12

jedan znacajan aspekt matematike — oni do-

nose otkri¢e, naravno, u pocetku nista spek- ) a

takularno, ali zato niSta manje znacajno. |

kada na odreeh nacin i uz znacCajne napo- Sada promatrajmo pravokutnitrokABS

re dottmo do rjesenja, kakvo god ono bilo, u kojem je poznatoe/2 + f/2 = 14 i

onda vjerojatno shvatimo i svu ljepotu koju a = 10. Uvjet da je jedna stranica tro-

nam donosi matematika. Zato, ako se takvi kuta manja od zbroja drugih dviju je ispu-

zadaci ne mogu naci, onda ih valja izmisliti.  njen, jer jea = 10 < e/2 + f/2 = 14.
Zasto u nekim zadacima rjeSenja nemaju Nadalje, prema Pitagorinom poucku imamo

smisla? Na to pitanje mogu se nadovezati i (€/2)?+(f/2)? = 100, pavaljarijesiti sustav

neka druga pitanja. Da li je zadatak uepc e/2+f/2=14 (1)

B

korektan ili nije? Jesu li zadani uvjeti do- 2 2

voljni da bi se odredila nepoznanica? Ima li (&/2)°+(1/2)" = 100 (2)

mozda suvi$nih podataka? Ako (1) kvadriramo pa od dobivene jednadz
Ali mnogi ucenici rieSavanje takvog za- b€ oduzmem¢2), dobijemo

datka ne zapocinju s takvim pitanjima, a sva- e/2-f/2=48 (3)
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Prema \Veteovim formulama, iz1) i (3)
¢itamo da sue/2 i f/2 rjesenja kvadratne
jednadbe x> — 14x + 48 = 0, koja iznose
X1 =8=¢e/2,xp = 6= f/2, pasu, prema
tome, duljine dijagonala = 16,f = 12.
NiSta posebno, rekli bismo.
Ali nastavimo s gotovo istim primjerom.

Primjer 2.

U rombu je zadano:e + f = 32, a
a = 10. Nad duljine dijagonaleei f.

RjeSenjePosluzimo se slikomiz primje-
ra 1. pa opet promatrajmo pravokutni trokut
ABSu kojem je sada poznag2+f /2 = 16,
a = 10. Ispunjen je uvjela = 10 <
e/2 + f/2. Prema Pitagorinu poucku ima-
mo (e/2)? + (f/2)? = a®> = 100 i rjeSavamo
sustav:

e/2+f/2=16
(e/2)2 + (f/2)* = 100

slicno kao u primjeru 1., ¢ime dobijemo
e/2+ f/2 = 78. Prema \&teovim formula-
ma,e/2i f /2 surjeSenjakvadratne jednéz
x? — 16x + 78 = 0, koja glase

Xx=8+64— 78¢R.

Dakle, sada nema rjesenja.

Zasto u primjeru 1. imamo, a u primjeru
2. nemamo rjesenja? Da bismo odgovorili
ma to pitanje, dovoljno je promatrati pravo-
kutni trokutABS Prema Talesovom poucku,
imamo ovu sliku.

Prvo mora biti ispunjen uvjege/2 +
f/2 > a Pokazat ¢emo, metdm, da
e/2 + f/2 ne smije biti veCi od nekog od-
redenog broja.

Kojeg?

Sa slike ¢itamoe/2 = acose, /2 =
asina, pa kada te dvije jednadZbe zbrojimo,
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imamoe/2 + f /2 = a(sina + cosa), a na-
kon kvadriranja zadnje jednakosti dobijemo

(e/2+f/2)? =a’(1+sin2x). (1)
Ako je a = 45, onda iz(1) izlazi
(e/2 4 f/2)? = 2a°. (2)

Ako je o Siljasti kut, alioc # 45, onda je
sin2o < 1, paiz(1) izlazi

(e/2+ f/2) < 2&2.
Najzad iz(2) i (3) dobijemo
e/2+f/2<aV2
Prema tome, konacni uvjeti glase
a<e/2+f/2<aV2 (4)

Sada moZemo jasno kazati: u primjeru 1. uv-
jeti su ispunjeni, a u primjeru 2. nisu, pa je
zato rezultat onakav kakav jest.

No zadrZzimo se joS malo na ovim pri-
mjerima.

Sto jo§ moZemo rae

Zavisnost hipotenuza o katetamae/2
i f/2 potpuno je odregha i ta odrednost
dolazi preko Pitagorina poucka, tj. jednadz
be & = (e/2)? + (f/2)? (naime, prva se
moZe potpuno odrediti iz drugih! Ali, za-
visnost izmed hipotenuzea i zbroja kateta
e/2 i f/2 je nepotpuna, i izraZena je nejed-
nadZboma < e/2 + f/2 < a/2 (sada se iz
njih ne moZe potpuno odrediti

Na temelju ovih jednostavnih primjera
mozZemo reci neke opcenite stvari.

Najprije valja podsjetiti da u nekom za-
datku imamo zadanépoznatg i nepoznate
veliCine. A zna se i svrha: iz zadanih odre-
diti nepoznate velicine. Kada se to neoz
ostvariti, odnosno kada Ce to biti mogit

Prvo, zadane veli¢ine moraju zadovolja-
vati neke uvjete:
— metlsobna nezavisnost,
— dovoljna brojnostkako bi se pomocu njih
nasle nepoznate veliCine

Drugo, mora postojati neka relacija iz-
metu zadanih i nepoznatih veli€ina. Tako,
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npr., 3 kuta u trokutu nisu medobno ne-
zavisne veli¢ingnjihov zbroj mora iznositi
180).

Ali sa stranicama trokuta stvari stoje dru-
gacCije. Naime, stranice trokuta nisu potpuno
nezavisne veli€ine. Dvije stranice moZemo
izabrati po volji, ali tada tre¢a vise nije neza-
visna od njih(ona mora biti ve¢a od razlike,
a manja od zbroja drugih dviju stranjcaU
ovom slu€aju obi¢no govorimo 0 nepotpunoj
zavisnosti med velicinama.

Sada dolazimo i do cilja ovog ¢lanka,
a to je odgovoriti na pitanje kako u nekom
zadatku naci nepotpunu zavisnostmeeli-
C¢inama?

Da bismo lakSe dosli do odgovora, mi
¢emo nage) primjer(e) poopciti. Radi jed-
nostavnosti, trokuABSopiSimo ovako
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Neka jex +y = bi x? + y> = a°. Nad
X 1y ako su poznatai b.
Najprije imamo
y=b-—x
X+ (b—x)2—a®=0.

(1)

Nakon sretvanja izlazi
2x* — 2bx +b? — & = 0.

Ovo je kvadratna jednadZba po nepoznanici
x. Kakox mora biti realan broj, tada diskrimi-
nanta mora biti nenegativna, tgf2- b? > 0,
odnosno

b<av2 (2)
No, sada je
«— 2b+2v2a2 - > b+v2a? - b?
N 4 N 2 i

(3)
Prema(3), iz (1) izlazi

b v2a2 — b?
y="TYEIE )
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pa su katete

«— b+v2a —b?
oz (5)
y = b—+v2a2 — b?
- vE T

Brojevi u relaciji (5) bit ¢e realni ako vri-
jedi uvjet (2). Ali to nije sve. Brojy iz
relacije (5) mora biti pozitivan(x je vec po-
zitivan!), a to e biti onda i samo onda ako je
b > v/2a2 — b?, odnosno, nakon kvadriranja
i sredvanja

(6)

Konacno,(2) i (6) govore da je zadatak mo-
guc ako vrijedi
a<b<av2z

Ato smoi ranije dobili, ali na drugaciji nacin.

Sada moZemo dati odgovor na ranije po-
stavljeno pitane. Zadatak treba postaviti op-
¢enito, rijesiti ga i provesti analizu kojom
¢emo doci do intervala koji sadrZi zadane ve-
liCine i “nosi” nepotpunu zavisnost made-
licinama u zadatku.

b>a

Zamijenite simbol odgovarajoen
znamenkom!
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