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Nakon Sto sam procitala knjigu odlucila
sam o njoj napisati nekoliko stranica jer me
odusSevila svojom jednostavitsi ljepotom.

Za sam pocetak evo jedne anegdote koja
je tipi€na i za pristup diferencijalnom racunu
u ovoj knjizi.

Klasicha mozgalica Dvije lokomotive
udaljene 100 milja jure jedna prema drugoj
istim tracnicama. Svaka lokomotiva juri br-
zinom od 50 milja na sat. Ispred jedne lo-
komotive je muha koja leti naprijed i natrag
izmetl lokomotiva i njezin letkojim opisuje
stazu sastavljenu od sve kracih cik-cak lini-
ja) zavrsava kada se lokomotive sudare. Ako
muha leti brzinom 80 milja na sat, kolikaec
preletjeti prije sudara?

Idemo li zbrajati beskonacni niz sve kra-
¢ih cik-cak linija, ne¢emo tako lako dbdo
rezultata. Ali to nije niti potrebno. Vlako-
vi €e se sudariti to¢no za jedan sat, pa kako
muha leti brzinom od 80 milja na sat, oha ¢
prije sudara sti€i preletjeti 80 milja.
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Glasovitom matematiCaru Johnu von Ne-
umannu navodno su postavili ovaj problem.
Neumann je promislio trenutak prije nego je
izrekao ispravan odgovor. “Tocno,” kazao
mu je postavlja¢ pitanja, “a vecina je ljudi
mislila da ¢ete traZiti sumu beskonacnog ni-
za". Von Neumann ga je Zadeno pogledao
s konstatacijom da je upravo tako i fijes
problem.

| u ovoj se knjizi uvodi Citatelja u ana-
lizu, diferencijalni i integralni raCun na za-
cudujuce jednostavan i nestandardan nacin.
U Pogovorusam Gardner pretpostavlja da c
ozbiljan profesionalni matematicar, dopadne
li mu u ruke, sigurno pokuditi ovu knjigu.

Prvo, zato jer ona ukazuje kako je zap-
ravo veéina operacija diferencijalnog racuna
smijesno lagana.

Drugo, jer razobliCava uvrijeZene peic
matematicara kako j&nalizajedan od najte-
Zih kolegija.
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Trece, jedna od najtezih opaski bit ¢e ka-
ko niti jedna od metoda nije strogo i potpuno
matematicki dokazana. Sve je pojednostav-
njeno u svrhu rjeSavanja problema. Ali'zas
to ne? Apsurdno je od pocetnikaAnalizi
oCekivati stroge dokaze, jednako k&o g i
od djeteta koje tek pocinje govoriti apsurdno
oCekivati ispravnu sintaksu.

Gardner kaZe i slijedee: jedan od ra-
Zloga zasto je ova knjiga tako dostupna je
upravo $to je autor izbacio najteZe stvari. Ali
to je stoga Sto ona i jest namijenjena onima
koji poCinju sAnalizom a takvima su do sa-
da elementi tog racuna bili prezentirani na
najgori moguéi nacin sa svim tescama i
preponama.

Krenimo iz poCetka.

Calculus made easyapisao je Silvanus
Phillips Thompson, roeh 1851. g., profesor
fizike na TehniCkom koledZu u Finsburyju u
Engleskoj. Knjiga se u Engleskoj prvi pu-
ta pojavila 1910. g. pod pseudonimom F.R.S.
(Fellow of the Royal Societyi identitet auto-
ra je otkriven tek nakon njegove smrti 1916.
g. Knjiga je doZivjela nekoliko preuremja i
izdanja.

Martin Gardner(1914. g., americki ma-
tematiCar, u svijetu matemakie znanosti ste-
kao je velik ugled premda nema akademsku
titulu) napravio je ozbiljne zahvate i prila-
godio knjigu modernom matematickom iz-
ri¢aju, napisao je proSireni uvod i dodao tri
uvodna poglavlja. Takast je dodao vie od
dvadeset problema za vjeZbu i zabavu.

Dva najvaZnija pojma Analize su funk-
cije i limesi. Gardner je dodao dva uvodna
poglavlja kako bi opisao pojam funkcije i po-
jam limesa jer je Thompson pretpostavio da
su Citatelju ti pojmovijasni. Takaat je dodao
i kratak uvod u pojam derivacije.

Moderne knjige iz analize nerijetko sadr-
Ze vise od tisuéu stranica, postaju sve deblji-
ma, prepune kompjutorskih grafika, fotogra-
fija eminentnih matematicara i nisu nimalo
lakSe za razumijevanje. Neki od reformatora
u matematici prigovaraju pak da, iako kla-

h\74
@ 24,2004

siCne knjige iz napredne analize postaju sve
debljima, stvarna je potreba za njima sve ma-
nja. Jedan od razloga je i razvoj kompjutor-
ske tehnologije. Mnogi danas drkako biu
ucenju matematike analiza trebala prepustiti
dio prostora kombinatorici, teoriji grafova i
topologiji, teoriji grupa i matrica, teoriji bro-
jeva, logici, statistici i napokon raCunarstvu.

Nekocsu ukolama ucenici morali izra-
Cunavati kvadratni i kubni korijen iz realnog
broja, a danas je teSko na¢i mladog matema-
tiCara koji zna ru¢no naci i kvadratni kori-
jen. Logaritmi koji su se neko¢ koristili pri
mnoZeniju velikih brojeva zastarijevaju poput
logaritamskog racunala koje je izaslo iz upo-
trebe.

Nesto slicno dogamise i u analizi. Stu-
denti ne vide razloga zasto bi morali izvoditi
mukotrpne metode deriviranja i iscrpljijeg
integriranja “ru¢no”, kada kompjutori danas
rade taj posao. Sve to ipak ne znadci, slaz
se vecina reformatora, da je analiza suvisna.
Naprotiv, ona je esencijalna i u poznavanju
nacina rada kompjutora. Oni predlaZzu nov
pristup u poucCavanju analize. Neki reforma-
tori smatraju da integralni racun treba uvesti
prije derivacija. Drugi pak misle da klasin
pristup treba zamijeniti primjenom u teoriji
vjerojatnosti i statistici.

Mnoge knjige iz analize su ili prews
elementarne ili prenapredne. Thompson je u
ovoj knjizi pronasao pravu mjeru.

U poglavlju “So je limes” Gardner na
dostupan nacin pribliZava pojam limesa. Ka-

ko zorno pokazati da red + 2 + :—é + -
konvergira u 1, moZemo vidjeti i na slici 1.

Uz ovaj primjer ide i zgodna anegdo-
ta. Profesor matematike postavio je studenta
na jednu stranu prazne prostorije i prekrasnu
studenticu pokraj suprotnog zida. Student po
naredbi prije@ polovinu udaljenosti prema
djevojci, trenutak zastane, zatim priggo-
lovinu preostale udaljenosti, opet se zaustavii
tako nastavlja. Djevojka se nasmije:“Ha—ha,
nikada me néesdoseci!” Momak odgovara:
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“Istina, ali mogu doci dovoljno blizu za sve
praktiCne potrebe!”

Slika 1.

Evo jo$ jednog zornog primjera koji po-
kazuje kako izraCunati zbroj bilo kojeg kon-
vergentnog geometrijskog reda bez koristenja
poznate formule.

9 27
—+ — 4+ .... Kako

2 8
je svaki ¢lan jedna%1 svog sljedbenika, obje

Neka jex = 6 +

o 4 , .
strane pomnazcemo s§ da bismo dobili;

4 9 27
4
“x =8
3x + X
4x = 24+ 3x
X = 24.

Primijetimo kako ovakvim redom moZemo
izraCunati ukupni put sto ga prijedopta ko-

ja skace i svaki put se odbija od podagnad
prethodno dostignute visine. Neka je lopta
zapocela padati s visine od 4 m. Ona se prvi

put odbila na visinu od 3 m, zatim pala natrag
na pod(padala je ponovo 3 modbila se od

poda, dosegla visinu og m, i tako redom.

Zato zbrojux jo§ moramo dodati 4 m. Lopta
je presla ukupan put od 28 m prije nego se
posve zaustavila.

U svom prvom poglavlju Thompson go-
vori o dvama simbolima koji se koriste u in-
tegralnom i diferencijalnom racunu. Ta dva
simbola su
(1) d, koji mozemo Citati fnali dio od'.
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Tako dx znaci mali dio odx. Ove ma-
le dijelove moZemo smatrati beskomnac
malenima.

(2) [, koji moZemo zvati Zbroj od".

Tada/ dxzapravo znaci zbroj svih malih

dijelova odx, o je zapravo.

Drugi paragraf nosi naziv “Razliciti stup-
njevi malih veliina”.

Kao primjer uzima se A100 kaomali
dio prvog reda. Tadaec1/100 od %/100,
ti. 1/10000 biti mali dio drugog reda, a
1/1000000 mali dio tre¢eg reda itd..

Ako je dx mali dio odx, tada’@ dx x dx
biti zanemariv kao mali dio drugog reda, a
takoter i svi mali dijelovi viseg reda (dx?,
(dx)*,...).

Promatrajmo funkcijuf (x) = 2. Pret-
postavimo da jex veliCina koja poraste za
mali iznosdx, dakle postajex + dx. Kvadrat
tada iznosix? + 2x - dx + (dx)?. Drugi ¢lan
nije zanemariv jer je to mala veli¢ina prvog
reda, dok je tréicclan mala veli¢ina drugog
reda(mali dio od malog dijelapa ga moe-
mo zanemariti. Ovo moZemo zorno prikazati
slikom 2, na kojoj se vidi zae je (dxy za-
nemariv kao mala veli¢ina drugog reda.

x+dx (d_x)2

|

x+dx

Slika 2.

Kako bi autor joS zornije pokazao 2as
se male veliCine viSeg reda mogu zanemariti,
uzeo jepeni kao stoti dio dolara. Peni je vec
mali iznos u odnosu na dolar, a joS manji u
odnosu na 100 dolara. Ako usporedimo peni
s 10000 dolara, imat ¢emo stvarno zanemariv

iznos. d
Zatim se uvodi omjelLy — “derivaci-

jay po X kao omjer dviju varijabli koje se
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mijenjaju — dokx rastey raste ili pada. Ov-
dje pristup deriviranju nije pomoc¢u limesa
omjera% kadaAx teZi u nulu, ve¢ putem
metode fscrpljivanja’. Thompson ne koristi
izraz AX.

Pogledajmo jednostavan primjer teaz
nja derivacije zg = x2. Ako varijablax ma-
lo poraste zalx i poprimi vrijednostx + dx,
tada’@y poprimiti vrijednosty + dy.

y +dy = (X + dx)?
y +dy = X% + 2x - dx + (dx)?.

Ovdije (dx)? zanemarujemo kao malu véiic
nu drugog reddzanemarivo malu veliCinu
Tada imamo

y + dy = X% + 2x - dx

dy = 2x - dx
dy
&_Zx.

Tako smo nasli omjer rastau odnosu nx i
on iznosi X.

Na slican se nacin uvodi derivacija svih
osnovnih funkcija, derivacija zbroja i razli-
ke, produkta i kvocijenta, kao i takozvano
ulanc¢ano deriviranje, tj. deriviranje sloZenih
funkcija.

U paragrafu “Geometrijsko znacenje de-
rivacije” na zanimljiv je nacin predoCena ge-

ometrijska reprezentacija omjeg%. Funk-

ciju mozZzemo prikazati njezinim grafom. Uz-
mimo bilo koju todku Q grafa s koordinatama
(X,y) (vidi sliku 3.) i promatrajmo kako se
y mijenja akox varira.

Nekax poraste za mali iznodx prema
desno, taddesiy za ovu krivulju porasti za
mali iznosdy gore.

Tada omjerg—i mjeri nagib rasta ove

funkcije izmedi toCakaQ i T. Zapravo, iz
grafa je vidljivo da je izmed ovih dviju to-
Caka puno razlicitih nagiba i ne moZzemo sas-
vim precizno govoriti o nagibu krivulje izme-
du toakaQi T. Medutim, kada biQi T bile
toliko blizu jedna drugoj da bi mali dio kri-
vulje QT bio prakticki linearan(ravan, tada
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bismo mogli rétdag—i predstavlja nagib kri-

vulje duZQT. PravacQT dodiruje krivulju
samo duZ dijel®T, a ako je taj dio beskona-
¢no malen, pravac Ce dirati krivulju prakkic
u jednoj toki Qi bit ¢e tanegenta na krivu-

lju. Ta e tangenta imati isti nag% kao i
krivulja u to&i Q.

dy 0

Yy dx

Slika 3.

Ako krivulji nagib raste blago, tadaec
dy

i omjer —= biti malen, puno manji od 1. Za

horizontalnu liniju, kao i za mjesto na krivulji
gdje nema rasta niti pada nagib je 0, pa je i
dy
dx
Ce biti negativan paei — imati negativan
predznak. Ako je krivulja ravna linija, tada

S dy
je vruednost&

konstantan.

Ako krivulja raste sve strmije prema go-
dy
re, dx

L . . d
sve ravnija, tj. sve blaZzeg nagiba, t o-
staje sve manji. Ovo se zorno vidi sa slika 4
i5.

Ako krivulja prvo pada pa onda raste, ta-
da je nagib na pocetku negativan i prilatia
se 0 kako je krivulja sve ravnija, zatirea
toCki gdje je postignutokalni minimumbiti

0,a daljej—i’ ima pozitivhe vrijednosti koje

rastu. Slicno se moZe zakljuciti za krivulje
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omjer— jednak 0. Ako krivulja pada, nagib

dy

svugdje jednaka, pa je nagib

postaje sve veci, a ako krivulja postaje



koje prvo rastu, a zatim opadaju — kod njih

su vrijednosti zad—z(/ najprije pozitivne, ali se
smanjuju, zatim je 0 na mjestu gdje se pos-

tize lokalni maksimum zatim su vrijednosti

negativne.
y
de
Rl
[
[
I
I
[
I
dy I
" -
’_{dy \ I | |
dx ‘ ‘ ‘ ‘
O x
Slika 4.
y
dx 4

Slika 5.

Gardner napominje da krivulja he mora
imati najmanju, odnosno najvecu vrijednost
na mjestu lokalnog minimuma, tj. maksimu-
ma. Karakteristika je lokalnog minimuma da
krivulja mora imati vece vrijednosti s obiju
strana te to¢ke, a maksimuma da ima manje
vrijednosti s obiju strana te tocke. Treba uo-
Citi dgje na mjestu lokalnog ekstrema vrijed-

y

nost—
dx

lio da vrijedi obrat, tj. ako vrijedg—i/ =0, da

funkcija tada ima lokalni ekstrem, dao nam
je primjer krivulje s infleksijom. Na slici 6.
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jednaka 0. Kako citalac ne bi pomis-

vidi se da je vrijednosg—z(/ uvijek pozitivna,
no prvo se smanjuje i u jednoj toc¢ki posti-
Ze minimalnu vrijednost, a zatim s¢ dalje

opet povéava. Moz se dogoditi da takva
krivulja ima najmaniji nagib 0, a da u toj thic
nije lokalni ekstrem.

vV
dy

~dy

1dx |

ol |
|

Ldx | |

Slika 6.

Zatim slijede poglavlja posve¢ena mini-
mumu i maksimumu, te izracunavanju deri-
vacija eksponencijalne i logaritamske funk-
cije.

Interesantan je i nacin kojim se uvodi

derivacija funkcijee. ]

: 1
Autor promatra niz{ 1+ - kadan

teZi u beskonacno. Tabli¢no su prikazane iz-
racunavane vrijednosti za= 2, 5, 10, itd.

2
<l + %) =225
1 5
<1 + G = 2.489
1 10
(1 + E) = 2.594
1 20
1+ Z)) = 2.653
1 100
1+ ﬁ)) = 2.705
1 1000
1 10000
@ 24, 2004



Medutim, vrijednost se ovog izraza mo-
Ze racunati i na drugi nacin, koristenjem bi-
nomnog poucka:

n—1

a an—2b2
(a+b)"=a"+n

2!

+n(n—1)

a”*3b3

+n(n—1)(n-2) 3

Ako stavimoa=1ib = % dobit ¢emo
I1n-1

1 n
1+-) =1+1+
(145) -2
1(n—=1)(n-2)
3! n2
1(n—1)(n—2)(n—23)
41 n3 *
Ako pretpostavimo da postaje beskoriao
velik, tada'@n —1, n— 2 ... biti skoro
jednakin, i tada imamo

I
e=1+1+ 45+ 5+

Uzimajuci po volji mnogo ¢lanova ovog br-
zo konvergirajuceg reda, moZzemo izracunati
vrijednost brojae do Zeljene to¢nosti.

Nz;da}ll)ie nas zanima vrijednost 2a=
(1+ ﬁ> .
1nxfl (})
¢ = —

2
1nx72 (1‘)
n
BT
3
1nx—3 }
___\n/

3!
1 n?x?%—nx

2! n2

1 n3x3 — 3mx2 + 2nx
tar n3

Kadan postaje beskonacno velik, ovaj izraz
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1™ 4+ nx

+ nx(nx

+ nx(nx — 1)(nx — 2) +...

=1+x+

se pojednostavnjuje i vrijedi:
2 x3 x4

eX—1+x+§+§+E+

Sto se dogad kada ga deriviramo?
d(e’) 2x 32

— tartartert

= 0+1+ 3

dx 2!
ili
d(e) LH+£+£+g+

dx 21 3!

Sto je potpuno jednako pocetnom nizu. Tako
zakljuCujemo dajed% = e~

Nakon poglavlja o deriviranju trigono-
metrijskih funkcija te o parcijalnim derivaci-
jama, dolazimo do integrala.

“Misteriozan” znak/ autor jednostavno
Cita kao “zbroj od”. Meditim, postoji razlika
izmedu grckog simbolg i znaka /. Dok
se ) koristi za oznaCavanje zbroja kofmaxc
velikih veli¢ina, dotle se znak koristi za oz-
nacavanje sume beskona¢no malih veli¢ina,
elementarnih dijelova koji ¢e dati cjelinu. Ta-
ko je [ dx=x, af dy =Y. Cjelinu moZemo
zamisliti kao sacCinjenu od malih dijelova —
Sto su dijelovi maniji, vise ih ima. Uzmemo
li dijelove kao zanemarivo malene ili besko-
nac¢no malene, tada je cjelina sastavljena od
beskonacnog broja takvih beskona¢no malih
dijelova (dx ili dy). Ali zaSto razmisljati na
ovaj naCin? Zasto jednostavno ne misliti u
terminima cjeline, a ne uzimati elemente ili
dijelove cjeline?

Jednostavno zato Sto postoji velik broj
procesa u kojima se traZzena veli€ina ne'moz
izraCunati bez izraCunavanja sume inas
malih dijelova.

Nagib krivulja

Vidjeli smo da deriviranjem krivulje na-
lazimo izraz za vrijednost nagib@ razlig-
tim tockama. MoZemo li napraviti inverzan
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proces tako da rekonstruiramo cijelu krivulju
ako nam je poznat nagib?

Kako bismo, primjerice, odredili pravac
ako je zadan njegov nagib?

y=ax+Db
, y=ax+b

I R

! N B A R

Y Y Y I M N (O

| [ A A R R N N

! I A N Y B

R O A !

I e e e e R [

\ Lo |

\ Lo |

L2 1| I 1

I | I [

> + ! |— =+ —
I T O B
e e e e R S i Il
1 (O B B
1 (B B

0 Y Y

-0.5 05 1.0 1.5 20 25 30 35 40 45 50X
Slika 8.
. dy .
Nagib je pravcaa = —=. Pravac ima

konstantan nagila. UzduZ cijelog pravca

za sve elementarne trokute o uvijek

je jednak. Pretpostavimo da ieli)r(no rekons-
truirati krivulju samo iz ¢injenice da znamo

. dy .
kako je—= = a. Uzmimo elementarne tro-
kute jednakih nagiba i sloZzimo ih skupa jedan
do drugog kao na slici

.»V

Slika 9.

Uzmemo lidx-e i dy-e po volji malima,
elementarni su trokuti jos uvijek sukladni i
mod ¢emo izraCunaty kao zbroj svihdy-a
i X kao zbroj svihdx-a. Ali ne znamo gdje
¢emo poceti crtati pravac; u ishodistu ili mo-
Zda iznad? Jedina informacija koju imamo
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je nagib, a ne i na kojoj je on visini iznad
(ispod ishodista. Sjeciste pravca s gsta-
pravo je neodregho. MoZemo poceti crtati
na nekoj visiniC iznad ishodista. Vidimo da
je jednadZba pravca

y=ax+C,

gdje je konstant& posebna vrijednost koju
poprimay kada jex = 0.

Promatrajmo sloZeniju krivulju koja ne-
ma konstantan nagib, nego raste razmjerno

dy . .
S X, npr. == = ax, uzmimo da je, npr.
dy 1
dx 5
Kada je
dy
x =0, ax = 0,
dy
Xx=1 ax = 0.2,
dy
X =2 ax = 0.4,
dy
X =3 ax = 0.6,
dy
X =4, ax = 0.8,
dy
= — =1
X =05, Ix 0,

Ako opet sloZimo elementarne trokute
zajedno, kao u prethodnom primjeru, dobit
¢emo ne posve glatku krivulj(ali njenu ap-
roksimaciju, kao na slici 10:

y P




Ako smanjujemo elementarne dijelove
(trokute), dobit cemo bolju aproksimaciju
(vidi sliku 11).

Kako bismo konstruirali idealnu krivu-
lju, trebalo bi uzeti beskonacno maledr i
odgovarajue dy i trebalo bi ih uzeti besko-
nacno mnogo!

y

|
) |
Slika 11.

Tada bi u svakoj tocki krivulje vrijednost
y bila jednaka zbroju svidy-a, tj. [ dy =y.

Kako je svakidy jednak%x - dx, moZzemo
o 1
pisatiy = fgx-dx.
. 1 .
Da jex konstantan, tada i =X dx bio

jednak kao i%xfdx li :—5Lx2. No kako x

raste od 0 do svoje stvarne vrijednostiu
o . . S 1
tocki P, njegova je srednja vruednogb( pa

R | 1, 1,

J.ey_ fgx-dx_ Ex Ay = o< Ka(?'

i u prethodnom slucaju, ova metoda zahtijeva
pribrajanje neodreszhe konstant€, jer nam
nije poznato na kojoj visini iznadili ispod)
ishodista treba zapocCeti za= 0.

Ovaj me zorni pristup integriranju odu-
Sevio jer nikada prije nisam susrela takav opi-
pljivi pristup problemu integriranja. Narav-
no, na ovo se nadalje nadovezuje standardni
pristup integriranju kao operaciji koja je in-
verzna deriviranju, obragu se sva svojstva
i pravila integriranja, te problem odr@dnja
povrsine i duljine luka krivulje.

Nikada nisam tako zorno mogla predtoc
ti i materijalizirati pojam integrala kao nakon
Citanja ove knjige. Na ovom ¢u mjestu preki-
nuti jer moZzda nekom od éitatelmzﬁ-a ipak
dopadne u ruke ova knjiga. Zato im ne Zelim
unaprijed otkriti sve draZi koje ona skriva.

SILVANUS PHILLIPS THOMPSON je roten u
Yorku 1851. godine, a umro u Londonu 1916. Bio je
uvaZeni engleski fiziCar u podrucju elektriciteta, akustike
i magnetizma.

Napisao je Citav niz udZbenika, a knjiga “Elemen-
tarne lekcije iz elektriciteta i magnetizma” doZivjela je
Cetrdesetak izdanja.
imao je veliki ugled u svijetu znanosti i dobitnik je mno-
gih uglednih britanskih i svjetskih nagrada.

Bio je ¢lan Kraljevskog dvas
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