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Uvod

Pojamfraktala uveo je Benoit Mandelb-
rot 1970. godine, o cemu je MFL vec publi-
cirao nekoliko Clanakévidi [1]). Fraktal ima
svojstvo da svaki njegov dio sadrZi istu struk-
turu kao i cijeli objekt. Naime, pogledamo
li uvec¢anu sliku dijela fraktala izmedbilo
koje dvije njegove tocke, ona €e biti ideftic
na izgledu samog fraktala, bez obzira koliko
bilo uvecanje. Ovo svojstvo fraktala nazi-
vamo “‘samosli¢nostili “ unutarnja slicnost
(engl. self—similarity. OGto je promatranje
fraktalnih objekata u stvarnosti aproksimaci-
ja prethodno navedenog idealnog stanja, jer
se u nekom koraku iteracije neizbjezno gube
detalji. Drugi pojam koji se veze uz frak-
tale jefraktalna dimenzijali Hausdorffova
dimenzija Naime, znamo da u euklidskoj ge-
ometriji toCka ima dimenziju nula, a pravac
dimenziju jedan, dok su ravninski likovi dvo-
dimenzionalni, a geometrijska tijela u prosto-
ru trodimenzionalna. Fraktali takedimaju
dimenziju, ali njihova dimenzijaemora biti
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cijeli broj. Pri definiranju fraktalne dimen-
Zije koristi se svojstvo “unutarnje sli¢nosti”
fraktala.

Pogledajmo najprije kvadrat sa strani-
com 1 i jednakostranic¢ni trokut sa stranicom
1. Podijelimo li svaku stranicu nasih euklid-
skih objekata na dva jednaka dijela i spojimo

ta polovista, dobijemo unutar trokuta ceti-

ri manja trokuta, a unutar Cetverokuta cetiri
manja Cetverokuta, sa stranicama jednakim
polovini stranica polaznih objekatal. 1).
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Podijelimo li stranice trokuta i Cetvero-
kuta natrijednakadijela, dobijemo 9 umanje-
nih kopija. Dakle, veza izntedbroja kopija
N i duljine stranice umanjene kopijedana

()

je formulom:
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Slicno moZemo uciniti i s kockom brida 1.
Naime, podijelimo li svaki brid na dva jedna-
ka dijela, dobijemo 8 manijih kocaka, a podi-
jelimo li svaki brid na tri jednaka dijela, do-
bijemo 27 umanjenih kopija. Dakle, u ovom
slu¢aju veza izmadbroja kopijaN i duljine
stranice umanjene kopijfedana je s

1 3
N = (f) |
Ocito, ako se objekt moZe podijeliti na

N svojih umanjenih kopija koje imaju duljinu
stranicef, tada vrijedi:

1\ P
v=(5)
gdje jeD dimenzija objekta.

Iz prethodne jednadzbe slijedi:

logN

D= (1)

1
log T

Ovo nas motivira da i dimenziju fraktalnog
objekta definiramo formulonil).

Neki od poznatijih fraktala su: Canto-
rov skup, Kochova krivulja, Peanova krivulja
i trokut Sierpinskog. Fraktali se takedjav-
liaju u procesima u prirodi, kao Sto je razvoj
grana i listova na biljkama, prijelaz tvari iz

tekuée u kristalnu fazu, rast koralja na mors-

kom dnu.
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Kochova krivulja

Mi cemo promatrati fraktalni objekt, po-
znat kao Kochovéa krivulja, za koju se prvi

puta Culo jos 1904. godine, a ¢ija je fraktalna

dimenzija izmed jedan i dva.
a) b) c)

AT

Sl. 2.

1 Svedski matematicar Helge von Ko¢h870. — 1924,
2 engl. snowflake curve, njem. Schneeflockenkurve
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Kochova krivulja je fraktalni objekt, koji
se definira iterativno na sljedeéi nacin:

e zan = 1to je duizna duljine 1(sl. 2. 9);

e zan = 2 geometrijski lik nastaje tako da
duzinu podijelimo na tri jednaka dijela,
te srednji dio koji obriSemo zamijenimo

S dvije duzine dquineé, kao sto je pri-
kazano na slici 2.

e na slic¢an nacin konstruiran je geometri-
jski lik na slici 2. ©).

Ponavljaju¢i navedeni postupak dobi-
vamo nhiz geometrijskih objekatd, Ko,
...,Kn .... Zan — oo dobivamo tzv.
Kochovu krivulju. Kod drugog iterativnog
koraka u procesu nastanka Kochove krivulje,

dobijemo 4 duZine dquiné. Dakle, fraktal-
na dimenzija je

__log4

—— =1.261
log 3 619

Ova krivulja ima jos jedno zanimljivo svoj-
stvo, a to je da se ni u jednoj njezinoj tac
ne moze povuci tangenta.

Ako tri Kochove krivulje potje¢u od tri
strane jednakostranicnog trokuta, tada one
tvore zatvorenu krivulju koju nazivamdti-
vulja snjeZne pahuljicg (sl. 3). U nastavku
izraCunat cemo opseg i povrsinu “snjeZne pa-
huljice”.

SI. 3.
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Opseg “snjeZne pahuljice”

IzraCunat cemo opseg fraktalnog geome-
trijskog objekta koji nastaje iterativnim pos-
tupkom opisanim u prethodnom poglavlju i
slikom 3. Bitno je shvatiti da neprestanim na-

PovrsSina drugog objekta dobije se tako
da pocetnu povrSin®, uve¢amo za povis
nu 3 jednakostrani¢na trokuta sa stranicom

a—}t'
_3, J

1 V3

9 4 )

Povrsina treCeg objekta dobije se tako da
prethodnu povrsin®, uve¢amo za povrsinu

P,=P;+3-

nosenjem jednakostranicnih trokuta, odjedne 3. 4 jednakostraniénih trokuta sa stranicom

stranice nastaju 4 stranice od kojih je svaka tri
puta krata od stranice iz prethodne iteracije
(sl. 2). Dakle, opseg pocetnog geometrijs-
kog objekta(jednakostranic¢ni trokut sa stra-

nicom 1) je O; = 3- 1. Drugi geometrijski

objekt ima 3- 4 stranica dquine%. Dakle,

1 C .
O, =3-4. 3 Treci objekt ima 34- 4 strani-

.1 1
ca duljlne?. Dakle,03 = 3-42. 7 Zato,
opcenito vrijedi:
1 4\t
_ -1 _
ozt L oa(2)
Niz O1, Oy, ..., Oy, ... je divergen-

tan jer je to geometrijski niz s kvocijentom

g = = > 1. To znaci da opseg geometrijskih

objekataKy, Ky, .. ., Ky, ... neogranic¢eno ra-
ste kaden — ~o. Dakle, Kochova krivulja je
krivulja beskonacnog opsega.

Da li i povrSine objekataK;, Ko, ...,
Kpn, . . . takoter neograni¢eno rastu kada—
00?
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PovrSina “snjeZne pahuljice”

Povrsina pocetnog geometrijskog objek-
ta (jednakostranicnog trokuta sa stranicom
a=1)je

V3

P1 2

. (2)
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1 .
a—= ﬁ,tj

1 V3

Ps=P,+3-4. 5 .22
3= R 4

(4)
Opcenito
Pp=Ph_1+3-4"2. (5)

—(5), do-

=[5

on1°
Zbrajajuci svihn jednakosti 2
bivamo

~

V3

Pn

4
V3

EREET —
>(5) =%

: A
(o) ]
k=1

povrsinan-tog geometrijskog objekta je

3\/§an k,]_l
R DL
k=1
25y

4"

Kako je
n—1

\/§ 3\/§ i 4 n—17]
P”_T+E 1—(5) . (6)
Niz (Pn) je konvergentan i ima limes
. V3 3V/3 2V3
P=dm =7+ % =5

Dakle, povrSine objekatl, Ko, ..., Ky, ...

konvergiraju prema brojlg|5—\/:_3 kadan — ~c.

Prematome, “snjeZna pahuljica” je zatvorena
krivulja koja zatvara konacnu povrsinu.
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