ViSe nego u udzbenik

Dva razna dokaza
jedne analiticke
nejednakosti

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

U ovom danku dati ¢emo dva razna do-
kaza jedne analitiCke nejednakosti i to jedan
algebarski, a jedan Cisto geometrijski. RijeC

je o sljedec¢oj nejednakosti:

\/a§+b§+\/a§+b§+,..+\/a,%+bﬁ
2\/(a1+az+...+an)2

+\/(b1+b2+...+bn)2, (1)

gdje suay, @, ..., an, by, by, ..., by proiz-
voljni realni pozitivni brojevi.

Evo tih dokaza:

Dokaz 1. Najprije cemo dokazati jednu
pomocénu nejednakost koja glasi

a2+ b2 \[@ + 17 > aa by, (2)
gdjesui,j=21,2...,n;i #].
Polazeci od ocigledne nejednakosti
(aibj — abi)* > 0,
dobijamo nakon kvadriranja
a’h? — 2aabiby + a’b? > 0,
odnosno
(8f +b7) (87 +b7) > afaf +b?b? +2aigbib,
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Dokaz 1.

(8 +b?)(af + bf) > (a3 + biby)?
te nakon korjenovanja
\/a,2+ b? - \/a]-erbj2 > ajgj + biby.

Ovim je nejednakost2) dokazana. Vrijedi
jednakosu (2) u slucaju kada je

ajby —ab =0, ft.

a b - o

— =i (|71:1727"'7n7|7éj)'

g b
Prijedmo sada na dokaz date nejednakos-
ti (1). StavljajuCi u nejednakost?) da je
i,j=212 ...,n;i #j, dobijamo redom ne-
jednakosti

\/a%+b§-\/a%+b%23132+b1b2’
\/a%+b%\/a%+b%2ala3+blb37

\/ar%fl +b7 - \/ar21 +bZ > @y 180 + by _1bn.
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Nakon zbrajanja ovih nejednakosti, dobijamo
sljede€u nejednakost

\/a§+b§ : \/a§+b§+\/a§+b§ : \/a§+b§

+...+\/a§,1+b§71-\/aﬁ+aﬁ
> agap + bbby + ajaz + bibs
+ ...+ an_18n + bn_1bn,

a odavde
&+ +as+b3+... +a2+h?
+2,/28 + 62\ /a3 + 12
+2/+ 12 \fad+ b3
+...+2\/a§71+b§71-\/aﬁ+bﬁ
> a24ad+.. . f+ai42a a+2a83

+...42a_18n+b3+b3+. . .+b?

odnosno

(\fa 024 e+ D3+ . 4[24 52)2

> (ag+ag+. . .+an)?+(by+ho+. . .+by)?,

te nakon korjenovanja

\/a§+b§+\/a§+b§+...+ a% + b2

> \/(a1+a2+. ..tan)2+(by+bo+. . .4+bp)2,

Sto je trebalo dokazati.
Vrijedi jednakost u(1) ako i samo ako
je
a @
b_]_ = b_z =...

8n
bn’

Dokaz 2. Za bilo koja dva pozitivha
brojax i y, brojy/x? + y2 moZe se smatrati
kao duljina hipotenuze pravokutnog troku-
ta Cije katete imaju duljinex i y. Brojeve

\/a§+b2, \/a§+b2, ..., /@& +DbE cemo
ilustrirati donjom slikom:
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Na slici pravokutni trokutiT; (i = 1, 2,
..., N)imaju stranicey paralelne sa;, a stra-
niceb; paralelne sdéy ako jei =23, ..., n.
Hipotenuze trokutd; formiraju poligonalnu
liniju
p = BA1AA3. .. An 1A
Imamo da je

p= \/a§+b§+\/a§+b§+...+ ad + b2,
ProduzZavanjem stranie@ai b, dobija se pra-
vokutni trokut AABC Cije su stranice:

BC = aj+ax+...+a,;, CA = by+bo+.. .+by,
te zbog|BA]? = |BC|? + |CA|? (Pitagorin
teorem):

IBA| = \/(a1+az+. -.an)2 4 (Vi+bo+. . .+bn)2.
Jasno je da j@ > |BA|, paimamo

\/a§+b§+ a3+ b3+... + \/ad+Db?

> \/(a1+az+. . .4an)?+(b1+bo+. . .4bn)?,

tj. nejednakostl) je tocna.

Jednakost 1) vaz ako i samo ako vr-
hovi A1, Ay, ..., An_1 pripadaju hipotenuzi
BA. U tom slucaju trokutili(i = 1,2,...,n)
su sliéni pa su njihove odgovarajuce stranice
proporcionalne.

Drugim rijeCima vaZi

\/a%—l—b§+\/a§—|—b§+_ _ _+\/m

= \/(a1+a2+. ..4an)2+(by+bo+. . .4bp)2

ako i samo ako je
a1 . ap .
by by

8n
by’
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