Matematika i racunalc

Tehniko pomoazi,
opet ti grafovi!

Sime Qulji¢, Pazin

“Ni¢ega previse” bijase geslo starih Gr-

Bas zbog toga da ni¢ega ne bude previse, ka-

ka. NacCelu da svemu treba nac¢i pravu mjeru nio sam u ovim napisima malo manje paznje
pokoravali su se i veliki matematic¢ari starog posvecivati raCunalu i svemu onome Sto se
vijeka. U danasnje vrijeme, kada se pret- oko njega vrti. Ali eto, vapaj za raCunalnom

jeruje svim i svaCim i kada smo uvuceni u
logiku konzumiranja uvijek novog i novog
te odbacivanja starog bez obzira na stvarnu
potrebu i kvalitetu, ideal umjerenosti tes
nam je razumljiv. Naivno bi bilo oCekivati
da ¢e logika sveopceg pretjerivanja i prena-

glaSavanja zahvacati samo modne trendove

i industriju zabave, ali ne i obrazovanje. |
obrazovanju ¢e se nametati mnoge novota-
rije, uvijek se predstavljajuci kao imperativ
trenutka. Ne budemo li mi imali mjeru u pri-
mjeni novih intencija, vrijemé & vecudniti
svoje u svodnju na pravu mjeru. | u nasta-
vi matematike proteklih desetljeca moZzemo
prepoznati nastojanja koja su ostavila puno
manje tragova i zadrZala se puno krace ne-
go Sto se to ocCekivalo na pocetku. Trenutno
je udarna vijest informatizacija cjelokupnog
obrazovnog procesa. | ona ga vec¢ zdlaac
uz odusSevljenje mnogih pobornika, a istov-
remeno Sire€i bojazan i strepnju kod drugih.
| video oprema je najavljivana kao revolu-
cija u nastavi, pa ni pribliZzno nije ostvarila
predvithnja. Hoce li ista sudbina zadesiti i
raCunalo? Zasigurno ne, ali ¢e naci skromni-
ju ulogu od nekih ambicioznih prediadija.
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tehnikom upucen s vise strana vratio me stal-
nim temama.

U vrlo zanimljivom ¢lanku Mobiusova

traka’ 22. broja Iﬁzﬁ-a, Sandra Gracan pise:
“Parametarske jednadzbe diusove trake
debljine d=0, Sirine 2p i savijene u krug ra-
dijusa R, glase ovako:

1
Xx= |R+ ucos(it) cost
1 .
y=|R+ ucos(it) sint

1

z= u3|n(2t),
gdje jeue [—p, p|it € [0, 27). Pitam se,
pitam: moZe li se u Sketchpadu napraviti
animacija? Pozivam sv8ketchpadoljubce
da pokus$aju!” Shvatih ovaj poziv kao iz-
ravni prijedlog na ukljucenje. Prvo Sto mi
je palo na pamet je Cemu uopce posezati za
raCunalom nakon svih onih opisa prave, opi-
pljive trodimenzionalne izvedbe od papira,
koju joS mogu pratiti svi oni trikovi s re-
zanjem traka uzduZ. S papirnatim trakama
moZemo nastupiti kao maxhi¢ari, a da u
svemu nisu nikakvi trikovi, nego Ziva mate-
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matika. Ipak, razumljivo je da mi rado po-

matemati¢ara Richarda Parrisa s anlaerif

seZzemo za dvodimenzionalnom predodZbom Phillips Exeter Academy. Program nije naj-

stvari i pojava, jer ih Zelimo prikazati na pa-
piru ili dinami¢no na zaslonu raCunala. Ako

k tome imamo i parametarske jednadZbe ne-

kog oblika u prostoru, tko od matematiCara
ne bi volio pomocu njih predociti zadani ob-
lik. Pogotovo ako nam je na raspolaganju
raCunalo na kojem s lako¢om mijenjamo po-
jedine parametre u jednadZbi i promatramo
promjene. Ali na Zalost, programhe Ge-
ometer’s Sketchpadije program koji moze
prihvatiti bilo koju jednadzbu koordinatnog
sustava u prostoruSketchpadnoZe prikaza-

ti grafove eksplicitno zadanih funkcija pra-
vokutnog ili polarnog koordinatnog sustavu
u ravnini. Jasno je da Ce trebati posegnuti
za nekim drugim specijaliziranim matema-
tickim softverom. Izbor je velik. Od pravog
mnostva raznih crtaca grafova funkcija do vr-
hunskih alata popUt/Ia:t!hematiceZelimo li

da prosjecni Citatelf®S-a “zavrti” Mobiu-
sovu traku na svom racunalu, bez velikog
ucenja i dodatnih troSkova moja je preporu-
ka preuzimanje besplatnog programénp-
lot (http://math.exeter.edu/rparris)

savrseniji na podrucju grafike i nema najsp-
retnije rijeSeno sucelje, ali ée nam, kao onima
kojima prije svega treba matematika, biti od
velike koristi za ono Sto sada Zelimo rijesiti, a
moZe koristiti i ubuduée za svakodnevne za-
datke. Uz malo srece brzo moZemo ddo
prikaza Mobiusove trake upisom danih para-
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metarskih jednadzbi u 3D prozor programa.
Za radijus uzmimo recimo vrijednost 2, a pa-
rametau, odnosno Sirinu trake od -0.3do 0.3.
No, time nismo iskoristili racunalni program

na najbolji nacin. Ovaj racunalni program je
dinamican i bit ¢e bolje da umjesto konkretne
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vrijednosti radijuseR i koeficijenta% ujed-
nadZbama upiSemo opce brojegigdova R

a. Zatim, naredbonf\nim aktiviramo takoz-
vane klizaCe koji animiraju sliku. Pred nasim
se o¢ima Mbbiusova traka Siri i steZe, vises-
truko kovrcCa iraspetljava. Naslici je trenutak
kada je vrijednost koeficijenta = 2.

Nije mi namjera ovdje opisivati sam pro-
gram, pogotovo ne njegov trodimenzionalni
prikaz, koji nam u praksi rjesl treba. Do-
voljno je spomenuti samo neke njegove mo-
gucnosti prikaza grafova funkcija i krivulja,
te raznih izracuna u koordinatnom sustavu u
ravnini. Program prikazuje grafove funkcija
zadanih eksplicitno, implicitno, parametars-
ki i u polarnim koordinatama, crta tke€ i
duZine, rekurzivno zadane relacije i nizove;
sjenc¢a podrucja iznad, ispod i izmedva-
ju grafova; daje tablicu vrijednost i funkcije
za niz zadanih vrijednosti argumenta; izra-
Cunava i crta nultocke funkcije i ekstremne
vrijednosti; “Seta” tangentu i sekantu po kri-
vulji; odreduje duljine lukova i povrsine Sto
ih graf funkcije zatvara s apscisom ili gra-
fom druge funkcije; crta pravokutnike ispod
ili iznad grafa funkcije i izracunava njihovu
povrsinu prikazuje tijelo koje bi nastalo ro-
tacijom oko zadanog pravca, a izumava i
njegov volumen i povrsinu; crta derivacije za-
dane funkcije i familiju grafova s obzirom na
neki promjenljivi koeficijent jednadzbe odre-
duje sjecista grafova dviju funkcija, ali mozZe
zbrajati, oduzimati, mnoZiti, dijeliti, potenci-
rati i stvarati kompoziciju dviju funkcija, od-
nosno prikazivati njihove grafove. Jednom
rije€ju, program moZe mnogo toga Sto nam
je Cesto potrebno. Za brzinsku provijeru rje-
Senja neke jednadZbe ili prikaza grafa neke
funkcije ovo je idealan program, za koji se ne
moramo posebno obucavati.

Kao Sto vec rekoh u samom uvodu, vapaj
za raCunalnom tehnikom stigao je s viSe stra-
na. Iz razgovora i izmjene materijala okup-
lienih nastavnika matematike na sve popular-
nijoj diskusijskoj grupi nastavnika matema-
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tike (http://groups.yahoo.com/group/
nastava-matematike), vidljivo je da se sve
viSe poseZe za racunalom i LCD projektorom
u nastavi matematike. Slaba strana prezenta-
cija, inaCe kvalitetnih u sadrZajnom i meto-
dickom smislu, bili su upravo grafovi funkci-
ja. Ne samo da su po svom izgledu bili ispod
razine dizajna koji nam omogucuje suvreme-
na tehnika, nego su Cesto u matemadit
smislu bili netoc¢ni ili barem neprecizni. U
ovoj situaciji moZzemo posegnuti za progra-
mom The Geometer’s Sketchpa®n “jak”

je na podrucju crtanja grafova eksplicitno za-
danih funkcija. @ijenica je, medtim, da
taj komercijalni program mnogim kolegama
nije dostupan, pa s#/inplotnamece kao jed-
nostavno rjeSenje. Na sljedecoj slici moZe
se steCi dojam kako mogu izgledati prikazi
grafova funkcije sinus Winplotu lzgled tih
grafova na zaslonu raCunala, na projekciji s
LCD-om ili jednostavnom ispisu na pisacu
u boji puno je ljepsi od grafickog prikaza na
ovim stranicama. Ono Sto je vaznije jestda je
prikazujuci graf uWinplotudinamican, a ne
statican. Dakle, uop¢e ne moramo prikazivati
tri grafa, vec se graj = Asin(wx + @) lako
transformira u sva tri. S obzirom da dina-
micnu sliku moZemo imati samo u specijali-
ziranom matemati¢kom softveru, opravdano
je postaviti pitanje treba li gotove slike uapc
“prelijepiti” u neki drugi prezentacijski alat
(PowerPoint)i time se vratiti statickom pri-
kazu poput onog u knjizi. Nije li bolje da se
pred u¢enikovim o¢ima matematicki sadrZaji
otkrivaju u svom najljepsem izdanju uia
rije€ nastavnika?

Time Sto se nametnula potreba da sebiili
ucenicima predoc¢imo grafove na zaslonu ra-
Cunala ili projekcijskom platnu, nije prestala
potreba za ispisom grafova na papir. Dapace,
u doba lake dostupnosti racunala i pisaCa svi
bismo htjeli ostaviti Sarenog traga na Skols-
kom panou, nastavnim materijalima, pisme-
nim ispitima, ¢lancima, knjigama. Svjesni
smo da je ljudsko oko danas razmaZeno na
ugodan dizajn svakojakih prikaza i oblika.
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Povrh toga zahtijevamo od matematickih ob-
jekata savrSenu toCnost prikaza. PocCetkom
ove Kolske godine u izdanjtrrofila izas-

le su zbirke tzv. viSeminutnih ispita znanja
za srednje Skole. Za takvim je materijalom
postojala velika potreba, a autori su ponudili
velik izbor vrlo kvalitetnih testova. Pun po-
godak. Samo da nam tehni¢ka oprema knjigi
nije podvalila o¢ajno loSe grafove funkcija u
rieSenjima zadataka. | nama, i autorima i sa
mim grafovima. Sinusoida sa dva vrha! Pa
to je zov upomoc toga grafa.

Htio sam ukazati na to da postoji jedno-
stavno i besplatno rjesSenje narasle potrebe :z
prikazom grafova uz pomo¢ raCunala. Ra-
cunalni progranwinplotnije jedino rjesenje.
Postoje i mnogi drugi isto tako besplatni pro-
grami, a med komercijalnim programima
ima i puno kvalitetnijih. | na kraju vratimo
se starogrckom idealu osjecaja za mjeru; ne
pretjerujmo s tehnikom. Kako samo grafovi
trigonometrijskih funkcija mogu lijepo izgle-
dati nacrtani kredom u boji na ploci! Grafovi
crtani rukom na papir mogu imati ve€u draZz
nego oni radni strojno. Ni osjecaj koji se
pri crtanju razvija nije zanemariv. S druge
strane, sukladno vremenu, postoji i potreba

za strojnim prikazom i ispisom. Sretno u

odvagivanju prave mjere!

r = Zsin(2u)*sin(2t +2cos(2u)

Prigodno: iz Winplota povodom Valentinova.

Izdvojeno

Vratimo se neodoljivom izazovu koji je
tehnicka i graficka uredniclﬁzﬁ-a, Sandra
Gracan stavila pre&ketchpadoljupcedina-
mic¢nom prikazu Mbiusove trake u progra-

Jk.l..
- vy =1.5sin(x+pi/2)
1+ i,
”/.".I
/ :IT:’() 1[}3 T
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mu The Geometer’'s SketchgaBoznate for-
mule za trodimenzionalni koordinatni sustav,
kao sto rekosmo nisu od nikakve pofac
ovom programu. U programu se, doduse,
koristenjem nacrtne geometrije mogu prika-
Zivati trodimenzionalni geometrijski objekti.
Za ovaj objekt, koji bismo mogli opisati na-
Som poznatom uzrec¢icom da ga “ne mozZes
uloviti ni za glavu ni za rep”, nije mi se upus-
talo u takvo rjeSenje. Ako postoji jednos-
tavnije rieSenje, onda se ono zacijelo dobiva
konstrukcijskom naredborocus Ta je na-
redba jedan od glavnih aduta ovog programa.
Naredba daje odgovor na pitanje Sto opisu-
je neki geometrijski objek{toCka, duZina,
pravac, kruZnica, . ) kada se toCka koja od-
reduje taj objekt giba po nekoj putanji. Vr-
lo jednostavan, a ilustrativan primjer uc¢inka
naredbd_ocusje konstrukcija po volji mno-
go tangenata konika vrlo jednostavnim pos-
tupkom. Potrebno je konstruirati simetralu
duzine cija se jedna rubna tocka nalazi na
kruZnici. Odabirom te rubne tocke na kru-
Znici i simetrale moZe se aktivirati naredba
Locus To prakticki znaci da pitamo program
Sto nastaje ili Sto opisuju simetrale duZine
kada se rubna toCka duZine giba po kruZnici.
U efektan ucinak ovakve konstrukcije lako
se moZe uvjeriti svatko tko ima program ili
preuzme njegovu demo inacicu sa stranica
(http://www.keypress.com/sketchpad
/sketchdemo.html). Pomicanjem druge
rubne toCke duZine u dinami¢nom okruZenju
programa, brzo otkrivamo da je zaista rije¢ o
tangentama konika. Dokaz za tu slutnju ve¢

smo dali ranije na stranican®-a.

Prikazati neki geometrijski lik uz po-
mo¢ naredbd.ocusnije uvijek jednostavan
postupak. Ako znamo definiciju geometri-
jskog objekta s poznatom frazom “geomet-
rijsko mjesto toCaka ravnine”, onda smo na
dobrom tragu i s malo upornosti tiotemo
do prikaza u programu. dbiusova traka nije
uopce ravninski lik, pa je problem tim Viec
Nakon razmisljanja dolazim do zaklju¢ka da
je u Sketchpadu vjerojatno nemoguce kon-
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struirati Mobiusovu traku, odnosno da ne-
mam dovoljno maste i vremena za istxe
nje. Prije potpunog odustajanja od traZenja
rieSenja postavljenog problema okrenuo sam
se Internetu. Danas je, od silnih sadrZaja i
servisa koje pruZa taj medij, gotovo izgublje-
na ona osnovna misao vodilja koja je pokre-
tala tvorce tog fantastiChog izuma. A ta je
osnovha misao da je moguce spojiti interese
dvoje ljudi koji se bilo gdje na svijetu, ma-
kar u razliCito vrijeme bave ma kako rijetkim
idejama. | zaista, pretraZujuci Internet nai-
doh na rjeSenje JenuBg Quana, profesora
na tajvanskom Tsing Hua University. Nad
rjeSenjem sam sa zaprepastenjem uskliknuo:
“Zar u tako malo poteza?”. Razmotrimo ih
zajedno.

e Nacrtajmo trokut ABC i nezavisno od
njega kruZnicu sa srediStem S i rubnom
tockom R.

e Konstruirajmo to¢ku T na kruZnici, tan-
gentu t kruZnice u tocki T i njoj para-
lelnu tangentu t' kruZnice. PraktiCno u
Sketchpadu to izvedemo ovako: kons-
truiramo duZinu ST, okomicu na nju u
toCki T i zatim rotaciju za 180oko sre-
dista S. Nadalje, konstruirajmo okomicu
p natangentu tiz vrha A i isto tako oko-
micu q iz vrha B trokuta. Okomice piq
sijeku tangente tit' utoCkama D, E, F i
G.
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e |z sjecista E na tangenti t povucimo oko-
micu na stranicu BC, a potom iz sjecista
F na tangenti t na stranicu AC trokuta.
Neka se te okomice sijeku u toc¢ki N. Po
istom nacelu konstruirajmo okomice iz
toCaka D i G, koje se sijeku u tocki M.

e U programu odaberimo tocku T na kru-
Znici i to¢ku M (ili N, svejedno!? i po-
krenimo naredbu.ocus Dobivamo rub

Mobiusove trake. Isto tako oznac¢imo

to¢ku T na kruZnici i duZinu MN. Kii-
kom na naredbilLocusdobivamo samu
Mobiusovu traku. Desnim klikom misa
na traku moZzemo u naredBiroperties-
Plot poveati broj duZina koje prikazuju
traku.

-

-~

Nevjerojatno! Uvjerimo se daje to bas to
Sto smo Zeljeli. Tokom R povéajmo radijus
kruZnice i Sirina trake Ce se prosSiriti. Pomi-
canjem vrhova trokuta mijenja se poloZzaj i
veliCina trake. Gubimo je samo u specijal-
nim sluCajevima, kada tocke A, B i C prelaze
jedna u drugu, tj. kada se viSe ne radi o tro-
kutu, ili kada pretjeramo sa Sirinom trake, ali
tada dobivamo vrlo zanimljive slike. Ugodna
zabava i razmiSljanje!

| Google je nakratko “obukao” fraktalno ruho i time odao pocCast matematici.
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