ViSe nego u udzbenik

Eulerova formula

Mea Bombardelli, Zagreb

U matematici je poznato nekoliko Eule-
rovih (Leonhard Euler, 1707. — 1783teo-
rema i formula. Ovaj Clanak poslet je
formuli koja povezuje broj vrhov#, bridova
B i stranaSkonveksnog poliedra:

V-B+S=2

Primjerice, n-strana prizma imar2vrhova,
3n bridova in + 2 strana. Za-stranu pira-
midujeV=n+1,B=2niS=n+1. U
oba je slucajady — B+ S= 2.

Dokaza Eulerove formule ima mnogo.
Sam Euler nije dao precizan dokaz. Prvi do-
kaz dao je Legendr@drien Marie Legendre,
1752. — 1833. 1794. g. Ovdje ¢emo prika-
zati jedan od elementarnijin. Prvi je ovakav
dokaz dao CauchgAugustin Louis Cauchy,
1789. — 1857. 1811. godine. Vise dokaza
moZe se naci na Internet stran|8gj.

Nacrtajmo u ravnini mreZu bridova poli-
edara. Npr., kocku mozemo prikazati kao na
slici 1, a ¢etverostranu piramidu kao na slici
21ili 3.

Sl 1. Sl. 2. SI. 3.
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Ovakva ravninska mreZa imaisti broj vr-
hova i bridova kao i promatrani poliedar, te
onoliko strana na koliko je podrucja podije-
ljena ravnina(brojeci i vanjsko, neogranée
no podruge). Ako neko od omeenih podru-
¢ja nije trokut, nacrtamo njegovu dijagonalu
— time se broj bridova i broj podrie (stra-
na) pove@vaju za 1, pa se vrijednost izraza
V — B + Sne mijenja. Postupak ponavljamo
dok sva unutarnja podrucja ne budu trokuti.
(Vrsimo triangulaciju)

Krenimo dakle od povezanog planarnog
grafa(graf je planaran ako se moZe nacrtati u
ravnini tako da mu se bridovi ne sijekLEija
Su sva unutarnja podrucja trokuti. Talevd
pretpostavljamao(a to je ispunjeno za mre-
Zu nastalu od konveksnog poliedra na opisa-
ni nadn) da sesvake dvije unutarnje tée
mogu povezati putem koji nema zajednickih
toCaka s rubom(x)

Sl. 4.
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Uoc¢imo jedan “rubni” trokut. On ima
jedan ili dva vanjska brida. Uklanjanjem tog
trokuta, u prvom sluc¢ajB i S se smanjuju
za jedan, dok s& ne mijenja. U drugom
sluéajuV i S se smanjuju za jedan, B za
dva.

U oba sluCaja vrijednost izraxé— B+ S
ostaje nepromijenjena. Nastavljamo uklanja-
ti trokute pazedi da graf stalno ostane pove-
zan. U nekom trenutku ostat ¢e samo je-
dan trokut, tj. tri vrha, tri brida i dva pod-
ruja. Dakle, na kraju cijelog postupka je
V — B+ S= 2, akako se postupkom nije mi-
jenjala vrijednost tog izraza, isto je vrijedilo
i za polaznu trianguliranu mreZu pa tako i za
polazni poliedar.

Indukcijom po broju trokuta pokazuje se
da uvijek postoje barem dva rubna trokuta
koje moZemao ukloniti, a da se navedeno svoj-
stvo (x) ne narusi. Naime, pretpostavimo li
da je uklanjanje nekog rubnog trokuta razd-
vojilo unutarnje toke,

Sl. 6.

tada u svakom od nastalih dijeloypo pret-
postavci indukcij¢ postoje dva trokuta koje
moZemo ukloniti. Barem po jedan od njih je
uklonjiv u kompletnom grafu.
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Ovim je dokazan teorem:

Teorem. U konveksnom poliedru za broj
vrhova V, broj bridova B i broj strana S vri-
jedi formulaV— B+ S= 2.

Razmotrimo nekoliko primjera.

Primjer 1. Za ovo tijelo jeV = 16,
B=24i1S=10,ivrijediV—-B+ S=2.

SI. 7.

Primjer 2. Poliedar na slici 8., iako
oblikom sliCan prethodnom, ima 16 vrho-
va, 32 brida i 16 strana. Stoga je za njega
V-B+S=0.

SI. 8.

Primjer 3. V =16,B = 24,S= 11;
V-B+S=3.
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Primjer 4. V =16,B=28,S= 14, i
vrijediV — B+ S= 2.

Sl. 10.

Ovi primjeri pokazuju da formula ofge
nito ne vrijedi za konkavne poliedre, ali za
neke od njih ipak vrijedi. Zanimljiva raspra-
va o dokazima i podrucju valjanosti Eulerove
formule nalazi se (d].

MoZe se pokazati da vrijedi poopcéenje
Eulerove formule —B+S=2-2k+m,
gdje jek broj “rupa” kroz poliedar, an broj
njegovih prstenastih strana. Ovu je relaci-
ju prvi otkrio L'Huilier (Simon Antoine Jean
L'Huilier, 1750. — 1840) 1812. g.

U prvom primjeru jek = 1im= 2, pa
eV—-B+S=2-2+2=2.

U drugom primjeru imamo jednu rupu,
ali nema prstenastih strana, padje B+S=
2—-2 = 0. U tre€Cem primjeru nema ru-
pa, i samo je jedna prstenasta strana, pa je
V-B+S=2+ 1= 3. Ucetvrtom slucaju
nema ni rupa ni prstenastih strana, pa vrijedi
obi¢na Eulerova formula.

Pravilni poliedri

PokaZimo sada pomocu Eulerove formu-
le da postoji samo 5 pravilnikPlatonovih
tijela. Strane pravilnog poliedra su sukladni
pravilni poligoni, recimon-terokuti. U sva-
kom se vrhu sastaje isti broj bridova, recimo
k. Naravno, tada se u svakom vrhu sastaje
strana.
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Kako svaka strana imavrhova, a u sva-
kom vrhu sastaje destrana, slijednS= kV,
odnosnoV = ngk. Sli¢éno razmatranje bri-
dova daje nafmS= 2B, odnosndB = nY/2,
jer svaki brid pripada dvjema stranama.

UvrsStavanjem u Eulerovu formulu dobi-
vamo

NSk —-ng2+S=2
odnosno
S=4k/(2n + 2k — nk)
i dalje
V =4n/(2n + 2k — nk),
B = 2nk/(2n + 2k — nk).

Kako ovi brojevi moraju biti pozitivni,
mora vrijediti 2k + n) > nk. Takoter mora
bitin > 3ik > 3. Pretpostavimo daje< n.
Tada iz /4 > 2(k+ n) > nkslijedik < 4, tj.
k = 3. Dalje iz 23+ n) > 3nslijedin < 6.
Obrnuto, izk > nslijedin=3 ik < 6.

Stoga su jedine mogucnosti za k):

(3,3).(3.4),(35),(43),(53).
Odgovarajuce vrijednosti 24, Bi Sprikaza-
ne su u tablici:

[n[KIV[B[S] |
31314 6] 4] tetraedar
314] 6 12| 8| oktaedar
3[5[12] 30| 20| 1kosaedar
4131 8 12| 6 | heksaedat
513120] 30| 12| dodekaeddt

PrimjeCujemo da nazivi ovih tijela dola-
ze od grckih rijeci za broj strana.

Polupravilni poliedri

Eulerovu formulu moZemo koristiti pri
proucavaniju polupravilnih poliedara. Polup-
ravilni poliedri imaju za strane pravilne po-
ligone, ali dvije razliCite vrste. Npr. “nogo-
metna lopta”(slika 11) sastoji se od pravil-
nih peterokuta i Sesterokuta, pri cemu se u
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svakom vrhu sastaju jedan peterokut i dva
Sesterokuta. Znajuci samo to, odredit éemo
broj vrhova “lopte”. Oznac¢imo ukupan broj
peterokutnih strana s, a ukupan broj Ses-
terokutnih strana s. Tada jeS = m+ n,
B=(5m+6n)/2iV = (5m+6n)/3. |1z Eu-
lerove formule slijedim = 12. Kako svaki
vrh pripada to¢no jednom peterokutu, uku-
pan broj vrhova je B = 60. No, kako se u
svakom vrhu sastaju dva Sesterokuta, broj vr-
hova jednak je i 6/2 = 3n. Slijedin = 20.
Dakle “nogometna lopta” ima 12 peterokut-
nih i 20 Sesterokutnih strana, 60 vrhova i 90
bridova.

SI. 11.

Visedimenzionalni prostori

Eulerova formula za trodimenzionalne
poliedre je poopéenje trivijalne formule za
poligoneV — B = 0. Postavlja se pita-
nje moZemo li poopciti Eulerovu formulu na
Cetvero- i viSedimenzionalne politope. Mo-
Zemo. Ako sNyp oznaCimo broj vrhova,
s Np broj bridova, i opéenito d\ broj k-
dimenzionalnih strana-dimenzionalnog po-
litopa, onda vrijedi sljedex

n—1
> (D*Ne=1+(-D".
k=0
Dakle, u prostorima parne dimenzi@4, .. )
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suma je 0, a u prostorima neparne dimenzije
(3,...) suma je 2. Formulu je relativno lako
provjeriti za simplekse i paralelotope.

SI. 12.

Simpleks je analogon trokuta i tetraedra.
Npr. simpleks s 5 vrhovA, B, C,D i E (to je
cetverodimenzionalno tijejoima 10 brido-
va (AB, AC,...DE), 10 dvodimenzionalnih
strana(ABC.. .. ) i 5 trodimenzionalnih stra-
na (ABCD, ABCE ABDE, ACDEi BCDE).
Navedena suma dakle iznosi 5-400-5=0.
_Paralelotop je analogon paralelograma.
Cetverodimenzionalnghiperkocka predo-
¢ena na dvodimenzionalnom papiru izgleda
ovako:
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Sl. 13.

Ona ima 16 vrhova, 32 brida, 24 dvodimen-
zionalne strane i 8 trodimenzionalnih strana
(6 podrucja poput osjen¢anog te “vanjska” i
“unutarnja” kocka. Dakle, 16-3224-8=0.
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