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Geometrijski dokaz

nejednakosti sredina

llija llievié, Osijek

Za n-torku pozitivnih realnih  brojeva
(ay,az,...,a,) definiramo aritmeticku, ge-
ometrijsku, harmonijsku i kvadratnu sredinu

redom sa:
ay+a+...+a,

Alay,az,...,a,) = . ,
G(a17a27"' 7an) - n\/ aaz - - - dp,
H( ) k
ap,az,...,ap) = 1 1 1
a+£+-..+a
2 2 2
a;+as+...+a
K(alaa2a"'7an):\/ ! - n =
Vrijedi:
H(ay,an,...,a,) < G(ai,a,...,a)

< A(alaaZ)' .- 7an) < K(alaa2a~ .- 7an)a

s jednakosc¢u ako i samo ako je a; = a, =
e — an.

Pomocu jedne ¢emo slike dati geometrijski
dokaz nejednakosti sredina za slucaj n = 2.
Jednostavnosti radi, umjesto a; i a, pisat cemo
aib. Ako je a = b, odmah se vidi da je
H(a,b) = G(a,b) = A(a,b) = K(a,b).
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da
jea>b.

Nacrtajmo duZinuAB, |AB| = a, a zatim na toj
duzini odaberimo tocku Ctako daje |CB| = b.
Nad duZinom AC, kao promjerom, konstru-
irajmo polukruZnicu sredista O. U tocki O po-
vucimo okomicu koja polukruZnicu sijece u
tocki D, aiz tocke B povucimo tangentu na po-

lukruznicu koja polukruZnicu dodiruje u tocki
E. Noziste okomice iz tocke E na promjer AC
oznac¢imo s N.

Tada je:
|AC| = a — b, |
|0C| = |0D| = |OE| = S (a — b),

1
(0B = |0C| +|CB| = 5(a—b) +b

_ %(a+b) — Ala,b).

Primijenimo Pitagorin poucak na trokute BDO
i OBE pa imamo, redom,

|BD| = 1/|OB|? + |OD|?

1 1 21 p?
Z\/—(a+b)2+1(a—b)2: a2 =K(a,b),

4
BE| = \/|oBP — 0E?
:\/i (a—{—b)z—%(a—b)z:\/%:(;(aa b).

Iz pravokutnog trokuta OBE prema Euklido-
vom poucku imamo |BE|> = |OB| - |NB,

, BE|? ab
odakle je |[NB| = ||OB|| = 7 A
b ) 2(a+b)

a
= = 2 —H(a,b).
a+b %—'—% (a7 )

Kako je u pravokutnom trokutu hipotenu-
za najdulja stranica, slijedi da je iz trokuta
BDO, OBE i BEN redom, |BD| > |OB| >
|BE| > |NB|, odnosno K(a,b) > A(a,b) >
G(a,b) > H(a,b).

Dakle, za sve pozitivne realne brojeve a i b vri-
jedi H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < K(a,b),
s jednakoscu ako i samo ako je a = b.
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