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Vaznost dokaza
obrata poucka

Andelko Marié, Sinj

U ovom se Clanku Zeli pokazati kako
treba biti oprezan pri zakljucivanju o istini-
tosti obrata neke tvrdnje iz (dokazane) isti-
nitosti te tvrdnje. SrediSnja misao saZeta je
u ras¢lambi (ne)istinitosti jednog zakljucka.
Sve Ce to biti pokazano na temelju zajednic-
kih osobitosti pravokutnogai jednoga, njemu
pridruZenoga, nepravokutnog trokuta.

Prije toga, navest ¢emo dva jednostavna
primjera u kojima ne vrijedi obrat (istinite)
tvrdnje.

1) Ako su a i b dva realna broja i ako je
a = Db, tada je a® = b2
Ocito je ova tvrdnja istinita. Obrat te tvrdnje
glasi:

Ako za realne brojeve a i b vrijedi a* =
b2, tada jea=nh.

To nije istinito, jeriza®> = b slijedi |a| = |b|,
tejea=>bilia= —b.

2) U ravnini su zadane tocke S, A1 B
tako da je |SA| = |SB| = r i 4<BSA = 20,
0 < @ <90°.
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Tvrdnja. Ako je C tocka ravnine tak-
va da je YBCA = ¢, tada tocka C pripada
kruZznici k(S, r).

Dokaz te tvrdnje slijedi neposredno iz
poucka o obodnom i srediSnjem kutu (vidi
sliku).

Obrat tvrdnje. Ako (uz zadane uvje-
te) to¢ka C pripada kruznici k(S, r), tada je
JIBCA = ¢.

PokaZimo da to nije istinito. Ako je C;
tocka na manjem luku AB kruZnice k(S, r),

tad je Cetverokut AC|BC tetivan i vrijedi:
JBC1A = ¢ = 180° — ¢.
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Sada se vratimo najavljenoj temi.

Promatrajmo tri tvrdnje koje se odnose
na trokut ¢ije su duljine stranica a, b, ¢, a R
polumjer trokutu opisane kruZnice.
a*+b*=c? < trokut je pravokutan. (1)
c=2R, (c*=4R?) <= trokut je pravokutan.
(2)
a*+b*=4R? < trokut je pravokutan. (3)
Prve dvije tvrdnje su istinite. Postavlja se
pitanje istinitosti trece tvrdnje, odnosno isp-
ravnosti zakljucka: (1), (2) = (3).

Za pravokutni trokut vrijedi Pitagorin
poucak, koji obi¢no pisemo u obliku: a® +
b* = 2. Kako se, po Talesovu poucku, sre-
diSte pravokutnom trokutu opisane kruZzni-
ce podudara s poloviStem hipotenuze, to je
¢ = 2R. Zato, za pravokutni trokut, vrijedi:

a® + b* = 4R (4)

Vrijedi li obrat posljednje tvrdnje? To jest,
vrijedi li tvrdnja: Ako za duljine dviju stra-
nica i za polumjer trokutu opisane kruZnice
vrijedi (4), tada je trokut pravokutan?

Navikli smo da za vecinu geometrijskih
poucaka vrijedi i obrat poucka. Slijedom te
navike mogli bismo na postavljeno pitanje
odgovoriti: DA! Medutim, odgovor je NE.
Pokazimo to na jednom primjeru.

U trokutu je zadano: ¢ = 8V/3, o0 =
15°, y = 60°. Dokazite da, uz uobicajene
oznake u trokutu, vrijedi:

a* + b* = 4R*.

Rjesenje. 1z zadanih kutova je ocito da
trokut nije pravokutan. Vrijedi

c 83
— = — =16.
siny V3

2

Kako je
sin or = sin 15° = sin(45° — 30°)
= sin45° cos 30° — cos 45° sin 30°

V6-V3
ooz
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tojea : ¢ = sina siny, a odatle
a =4v2(v/3 — 1). Isto je tako

sin B = sin|180° — (o + B)] — sin(ct + B)
= sin75° = sin(45° + 30°)
_V6+V2
-

Zato je b = 2Rsinff = 4(\/6—1— \/5) =
4v/2(v/3 + 1). Dalje je

@+ = [wa(v3- 1)

+[4vaa )

=32(4-2V3+3+2V3)
=32.8 =16,
to jest a*> + b* = 4R°.

Vidimo da postoji trokut, koji nije pra-
vokutan, a za koji vrijedi (4). Prema tome,
napiSemo li “Pitagorin poucak” u obliku (4),
tada ne vrijedi obrat poucka.

Promotrimo jo$ jednom trokut iz nave-
denog primjera. Mjere kutova toga trokuta
suo = 15°, B = 105°, y = 60°. Uoc¢imo da
je B — a = 90°. Podsjetimo se, ako je zbroj
mjera dvaju kutova trokuta jednak 90°, tro-
kut je pravokutan. Trokut kojemu je razlika
mjera dvaju kutova jednaka 90° zove se pse-
udopravokutni trokut. Pokazat éemo da za
pseudopravokutni trokut vrijede neki poucci,
potpuno u istom izri¢aju, kao i za pravokutni
trokut. (Naravno, pritom se ne misli na opce
poucke koji vrijede za bilo koji trokut.)

Dokazimo da vrijedi (nazovimo ga) po-
opceni Pitagorin poucak:

Ako za kutove trokuta vrijedi jedna od
Jednakosti: o + B = 90° ili |oc — B| = 90°,
tada za duljine nasuprotnih stranica a i b te

za polumjer trokutu opisane kruZnice R vri-
jedi a* + b* = 4R>.

To znaci da “Pitagorin poucak” napisan
u obliku (4) vrijedi za pravokutni, ali i za
pseudopravokutni trokut.

Dokaz tog poucka za pravokutni trokut
izvodi se ve¢ u osnovnoj Skoli i ovdje ga ne-
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¢emo navoditi. Spomenimo da je danas poz-
nato nekoliko stotina razlicitih dokaza Pita-
gorina poucka. (Zainteresirani Citatelj moZe
o tome viSe naci u ¢lanku Mee Bombardel-
li: Kako dokazati Pitagorin teorem na 30
nacina?, Bilten seminara iz matematike za
nastavnike mentore 5, Kraljevica, 1996.)

DokaZzimo da ovako iskazan poucak vri-
jedi i za pseudopravokutni trokut.

Neka za kutove trokuta vrijedi o¢ =
B —90°, odnosno B = 90° + «, tada je

sin B = sin(90° + o) = cos c.

Kako je po poucku o sinusima a = 2R sin .,
b =2Rsinf3 = 2Rcosa, to je

a® +b* = (2Rsin o0)? + (2R cos o)?
= 4R?(sin* o + cos® 1),

to jesta® + b* = 4R,

Isto se dokazeiza 8 = o — 90°.

Sada je logi¢no postaviti ovo pitanje.
Vrijedi li obrat poopéenoga Pitagorinog po-
ucka? To jest, vrijedi li tvrdnja: Ako za du-
ljine stranica a i b te za polumjer R trokutu
opisane kruZnice vrijedi a* + b* = 4R?, tada
Jje trokut pravokutni ili pseudopravokutni?

Pouceni dosada$njim razmatranjima, mo-
ramo biti oprezni, jer nigdje nije dokazano da
formula (4), osim za pravokutni i pseudopra-
vokutni trokut, ne vrijedi moZdai za joS neke
trokute. Ako za trokut vrijedi jednakost (4),
tada vrijedi:

a’ + b* = 4R?
—> (2Rsina)? + (2Rsin B)? = 4R?
— sin®a +sin?f =1
— sin o = 1 — sin’ B

— sin®

a = cos’ 8.

Kako su o i B kutovi trokuta, to je
sina > 0, dok cos B moZe biti i pozitivan
i negativan, a ne moZe biti jednak nuli, jer
bi tada bilo sin ¢ = 0, §to je za kut trokuta
nemogude. Zato je sin & = | cos f|. Moguca
su dva slucaja:
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1)0 < p <90° tadaje cosfp >0 —
| cos B| = cos B. Zato je
sinoe = cos B =sin(90° — B) —
90°— B+k-360°, e/
- { 180°—(90°—B)+1-360°, [E€Z.
Mora biti (jer su « i 8 kutovi trokuta) k = 0,

[ = 0. Zato moZze biti a + = 90°,
o — B =90°.
2) 90° < B < 180°, u ovom slucaju je

cosf <0 = |cosP| = —cosfp =
sina = — cos B = sin(ff — 90°) odakle je
B B —90° + k - 360°,
B 180° — (B — 90°) = 270° — B.
Moguée je samo § — o = 90°.
Zakljucujemo, ako za trokut vrijedi re-
lacija (4), tada vrijedi jedna od jednakosti:
o+ B =90° | — B| =90°.
To znaci, trokut za koji vrijedi (4) je pravo-
kutni ili pseudopravokutni.
Moize se pokazati da, osim relacije a” +
b? = 4R? koja vrijedi i za pravokutni i za pse-
udopravokutni trokut, ta dva trokuta imaju
jo§ nekih zanimljivih zajednic¢kih svojstava.
O tome vise u sljede¢em broju.

Rjesenja iz proslog broja:
28 x 3=284
+ X :
5— 3= 2
33+ 9=142

6.
27 x 8=216
+  + :
2x 9= 18
29 -17= 12

7.
7 x32=224
+ : —
67 x 2=134
744+16= 90
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