Jednostavno, ili ne?

Trapezna formula

Neven Elezovi¢, Zagreb

Problem povrsine

Povrsina ispod grafa pozitivne funkcije
f jednaka je odredenom integralu te funkci-
je, aracuna se obi¢no Newton-Leibnitzovom
formulom

b
/ F()dx = F(b) — F(a).

Tu je F primitivna funkcija funkcije f'.

Primitivna se funkcija (neodredeni in-
tegral) ne moZe uvijek odrediti, ili je pak
postupak integracije sloZzen. Stoga se u mno-
gim situacijama neodredeni integral racuna
numeri¢kim metodama.

Svakako je najpoznatija formula nume-
ricke integracije trapezna formula kod koje
se podintegralna funkcija zamjenjuje po di-
jelovima linearnom funkcijom, pa tako ele-
menti povrSine imaju oblik trapeza. Procelje
crkve Svetog Kriza u zagrebackom Sigetu, s
naslovnice ovog broja, svakog ¢e matemati-
¢ara asocirati upravo na tu formulu.
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Teorem srednje vrijednosti

Ako je f neprekinuta funkcija, definira-
na na intervalu [a, b], tad postoji barem jedna
tocka & € [a, b] za koju je

b
/ f(x)dx = (b—a)f (&).

Vise ¢e nam od formalnog dokaza ove
tvrdnje pomoci slicica:
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a £ b X
Povrsina ispod grafa funkcije f jedna-

ka je povrSini pravokutnika kojemu je jedna
stranica interval [a, b] a duljina druge jedna-
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ka vrijednosti funkcije f (&) u nekoj tocki &
tog intervala.

Kad bismo znali odrediti to¢ku &, pro-
blem integracije funkcije f bio bi vrlo jed-
nostavan. To, dakako, opéenito nije moguce
naciniti.

Integralne sume

Podijelimo interval [a, b] na n dijelova,
tockama a = xg < x1 < ... < x, = b.
Na svakom od njih odaberimo &; € [x;_1, x;].
Tako ¢emo dobiti pribliznu formulu za racu-
nanje integrala:

b n
/fwmzzy@wfmm.
a i=1

Podintervale mozemo odabrati tako da imaju
jednaku duljinu. Nekaje h, = (b —a)/ni
X; — Xj—1 = h, za svaki i. Onda dobivamo:

b
/f@ﬂzmwm+m+ﬂmy

Ako je f integrabilna, onda osnovni teorem
integralnog racuna govori da ¢e se smanji-
vanjem duljine 4, suma s desne strane pri-
bliZzavati stvarnoj vrijednosti integrala. Kad
bismo znali dobro odabrati brojeve &; (npr.
one iz teorema srednje vrijednosti za svaki
od podintervala [x;_p,x;]), tad bi suma s des-
ne strane dala to¢nu vrijednost integrala.

NaZalost, opéenito ne postoji algoritam
za odredivanje takvih brojeva &; (niti ga se
moze pronaci). Zato se opredjeljujemo da
unaprijed odredimo te brojeve, na jedan od
sljedecih nacina:

1. Stavimo li & = x;_1, time biramo li-
Jjevi kraj intervala i dobivamo tzv. lijevu sumu
koju ¢emo oznaditi s L,

b
/ F(x)dx ~ Ly = hy[yo + .. + ya—1].
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2. Odaberemo li & = x;, time biramo
desni kraj intervala i dobivamo tzv. desnu
sumu koju ¢emo oznaciti s Dy,

b
/ f(x)dx = Dy := hyly1 + ... + yal.

D, ”, ¥

a p,

>

X

3. Odaberemo li §; = x; = %(xi_l +xi),
time biramo poloviste intervala i dobivamo
tzv. srednju sumu koju ¢emo oznaciti s P,

b
/ f)dx~ Pyi= [y + ... +3,].

ah4 b x

Koja je od ovih formula bolja? O tome
ne moZemo opcenito niSta reéi. Ipak, slike
pokazuju da ¢e za rastuée funkcije lijeva su-
ma predstavljati donju medu, a desna suma
gornju medu za traZeni integral, dok ée sred-
nja suma bolje aproksimirati integral. Slicno
¢e vrijediti i za padajucu funkciju.

v
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Primjer 1. Neka nam za primjer pos-
luzi funkcija f (x) =

intervalu [0, 1].
PovrSina ispod grafa te funkcije jednaka

, promatrana na

X1
je
|
—— dx=0.86700- - -
/0x4+1 o

(sve suznamenke to¢ne). Racun nije jednos-
tavan. Sto ¢e dati gore navedene formule?
Racunat éemo zan =5in = 10:

x| f(x) X |f(x)
0 1 0.1 ] 0.99990
0.2 ] 0.99840 0.310.99197
0.4 ] 0.97504 0.5 ] 0.50807
0.6 | 0.88527 0.7 1 0.93753
0.8 |1 0.70942 0.9 1 0.56415
1 0.5
Tako dobivamo

Ls = 0.91363,

D5 = 0.81363,

Ps = 0.86865.

Funkcija je padajuca, pa je Ls gornja, a Ds
donja ograda za integral. MoZemo zato po-
kusati za bolju vrijednost integrala uzeti nji-
hovu aritmeti¢ku sredinu! Stavimo

L D
Ts = 25155 86363 .
Opcenito Ce biti

1
Tn - E(Ln + Dn)

i

2 [(y0+---+yn—1)+(y1+...+yn)]

Yo
:hn ?+yl+"'+yn—l+_ .

Dobili smo poznatu trapeznu formulu.

4 Yy %

I sljedeca slic¢ica predstavlja grafi¢ku in-
terpretaciju trapezne formule:

Popravljanje trapezne formule

Prilikom primjene trapezne formule naj-
teZe je odgovoriti na pitanje: koliko se do-
biveni rezultat razlikuje od to¢ne vrijednos-
ti? Dakako da postoje ocjene za pogresku
integracije, ali one su sloZene i ne bismo ht-
jeli procjenu raditi na taj nacin. U praksi je
mnogo korisniji sljedeci postupak: nakon Sto
smo izracunali trapeznom formulom vrijed-
nostintegrala, pove¢amo broj tocaka i izracu-
namo ponovo isti integral. Ako se dobivene
vrijednosti ne razlikuju mnogo, tad smo blizu
to¢nog rezultata.

Ima li smisla povecati broj to¢aka s 5 na,
recimo, 6?7 Ne! U tom bismo slu¢aju morali
ponovo racunati vrijednost funkcije u svih 6
tocaka. Umjesto toga, mi ¢emo broj tocaka
udvostruciti. Tako ¢e se u novoj podjeli naci
i sve stare tocke! Moci ¢emo iskoristiti ve¢
prije izracunate rezultate, a novi ¢e rezultat
imati vecu to¢nost.

Povecamo li broj ¢vorova za dvostruko,
vrijedit ée formula:

1 1
T2n — ETn + EPn

Tako u gornjem primjeru dobivamo

1 1
Tiow=-=-T — - Ps =0.86614 .
0= 5 5+2 5

Pogreska je manja od 0.1%.
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Simpsonova formula

Kad ra¢unamo trapeznom formulom,
graf funkcije zamjenjujemo odsjeccima prav-
ca. Pokusamo li zamijeniti graf funkcije ne
dijelovima pravca veé parabole, ocekujemo
da ¢emo dobiti precizniju formulu. Neka su
zadane vrijednosti funkcije yg, y» na kraje-
vima intervala duljine 24, te y; u sredini tog
intervala. Kolika je povrSina ispod luka pa-
rabole koja prolazi tim tockama?

Mozemo pretpostaviti da se radi o in-
tervalu [—h, h], jer izbor intervala ne mijenja
iznos povrsine.

Polinom drugog stupnja f (x) = ax® +
bx + ¢ ¢iji graf prolazi toc¢kama (—h,yy),
(0,¥1), (h,y2) naziva se interpolacijski po-
linom. Njegovu jednadZzbu moZemo odrediti
i elementarnim racunom:

ah* — bh + ¢ =y,

c =JV1,
ah* 4+ bh+ ¢ = y,.
Odavde slijedi
1
a= ﬁ(yo —2y1 +y2),
1
b=—(y; —
7 (y2 —y0),
cC=Y1

pa je trazena jednadzba

1 1
= —(yo—2 b —(yy— .
2 (yo—2y1+y2)x +2h(y2 Y0)Xx+y1
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Povrsina ispod grafa ove funkcije je:

h h
/ ydx = g[)’o+4y1+)’2]-
h

Podijelimo sad interval [a, b] na n dijelo-
va (nje paran broj). Stavimo h, = (b—a)/n.
Na svaka susjedna dva dijela zamijenimo in-
tegral ovom formulom. Dobit ¢emo Simp-
sonovu formulu

hy,
Sy = 3 [yo+4(y1 + . Y1)

+2(y2+---+yn—2)+yn .

Jos kompliciranije formule

Ako umjesto parabole koristimo polino-
me viSeg stupnja, dobit ¢emo jos tocnije i,
dakako, jos kompliciranije formule. Tako na
primjer, podijelimo li interval na tri dijela,
onda se kroz Cetiri tocke moZe provuéi to-
¢no jedan polinom treceg stupnja. Njegovu
jednadzbu ne¢emo odredivati, niti integrirati.
Zavr$na formula glasi:

h
1:53 Yo + 3y1 +3y2 + y3|.

Za nas Ce interesantan slucaj biti uzme-
mo li polinom cetvrtog stupnja! Interval je
potrebno podijeliti na Cetiri jednaka dijela.
Neka je hy = (b — a)/4, a yo,...,ys vri-
jednosti funkcije u djeliSnim tockama. Tad
dobivamo sljedec¢u Newtonovu formulu:

I = % Tyo 4 32y1 + 12y + 32y3 + Ty4 | .
Ona ¢e svakako dati bolje rezultate. Ali, ima
li smisla pamtiti formule s tako groznim ko-
eficijentima?

Nema! Pokazat ¢emo da je dovoljno
poznavati samo trapeznu formulu, jer se ove
sloZenije formule mogu dobiti iz nje jednos-
tavnim postupkom!

p\74
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Od trapezne formule prema
slozenijim

Podijelimo interval |a, b] na Cetiri dijela,
stavimo h = hy = (b — a)/4. Prve dvije
formule za dva i Cetiri ¢vora glase ovako:

h
= 72[)’0 + 2y2 + 4]

= hlyo + 2y2 + ya4,

h
Ty = E[yo + 2y1 + 2y2 + 2y3 + y4l.

Izracunajmo sad izraz:

AT, — T, 2h
% = ?Lyo+2y1 + 2y + 2y3 + y4)

p)

h
- g[yo + 2y5 + y4]

h
=3 Yo +4y1 +2y2 +4y3 + ya|.

Dobili smo Simpsonovu formulu!
1z trapezne formule, uvijek moZemo iz-
vesti Sipmsonovu, prema opcenitoj formuli:

T Top — T,
S2n: 2; n.

...1 prema josS slozenijim

Izrac¢unajmo sad
165, — S,  16h
15 45

2h + 4y, +
45 Yo V2 1 V4

2h
=1 [7)}0 + 32y + 12y + 32y3 + 7y4] .
Dobili smo Newtonovu formulu!

Opcenito Ce biti

16 S5, — S
Ny = ="

v
M= 3, 2000

- [yo + 4y + 2y + 4y + y4}

Kako racunati?

Sljededi je postupak vrlo praktic¢an:
Podijelimo interval na 8 dijelova. Zatim
ra¢unamo redom (i zapisujemo rezultate)

b—a
=—F—otystys
Ty =T, + =P
4= 5 2+2 2
LY S ]
=502 4 Y2 T Y6
T 1T + 1P
8= 5lat 5l
1 b—a
=50+ ——yi+y3+ys+y|.
2 8
1 1
S4 = 5[4T4 — Tz], Sg = §[4Tg — T4].
1
Ng = —[16Sg — S4].
8 15[ § — S4]
Rezultate zapisujemo u obliku tablice:
T, Ty Tg
Sq S
Ng

Za pribliznu vrijednost integrala uzima se
broj Ns.

Ovaj se nacin racunanja naziva Rom-
bergov algoritam. On daje najbolji nacin za
numericko integriranje funkcije.

Gornja se tablica moze i poop¢iti. Mo-
Zemo krenuti od nekog drugog broja n veeg
od 2:

Tn T2n T4n
S 2n S. 4n
N. 4n

Pri “ru¢nom” racunu posebno je pogod-
no uzetin = 5. Korisno je u ra¢unanju koris-
titi dZepno racunalo koje moze pamtiti oblik
funkcije, tako da se njezina vrijednost moze
dobiti pritiskom na jednu tipku.

Dakako da svi ovi algoritmi postaju ne-
usporedivo efikasniji ako se rabi racunalo.
Formule su vrlo jednostavne naravi i lako je
napisati program za njihovo koriStenje.
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Primjer 2. Izra¢unajmo povrsinu koju
2

od hiperbole x> — y? = 1 odsijeca okomita
tetiva koja prolazi njezinim ZariStem.
y

(

Os apscisa prepolavlja tu povrSinu. Zato

%P:/12\/3(x2— 1) dx.

Tocna vrijednost ovog integrala dade se odre-
diti, ali metode integriranja izlaze izvan ok-
vira koji se uci u srednjoj Skoli:

2
. 22 | x=chu
I_/1 307 — 1) dx = [dx:shudu]
arc|h2
= \/5/ sh? udu
0

\/5 1 arclh2
= 7 |:§ sh 2t — f:|

3
- % 2V3 —arch2| = 1.85945 -
(neki koraci u racunu su preskoceni).
PokuSajmo racunati prema gornjem al-
goritmu, za n = 2, 4, 8. Zapisat ¢emo samo
brojeve u zavr$noj tablici:
1.71825 1.80575 1.83949
1.83492 1.85074
1.85179

Pogreska u racunu je samo 0.4%.

je

0

Trapezna formula moZe uciniti i bolje!
Zamislimo istu hiperbolu zarotiranu za
90°. Onda su joj ZariSta na y-osi. Zapravo, tu
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¢emo parabolu dobiti i zrcaljenjem oko prav-
cay = x. Zato se njezina jednadzba dobiva
tako da se zamijene imena varijablama:

2 2
X [ X
y 3 =y 3+

y

-

Izra¢unajmo povrSinu ispod grafa ove
funkcije, nad intervalom [0,3]. Dobiveni broj
moramo oduzeti od 6, da dobijemo vrijednost
koju smo rac¢unali u gornjem primjeru:

4.23431 4.16397 4.14638
4.14052 4.14051
4.14051
Dobivamo: 6 —4.14051 = 1.85948, rezultat
¢ija je svaka znamenka to¢na!

Integriranje bez integriranja

Simpsonova formula daje tocne rezul-
tate ako je podintegralna funkcija polinom
stupnja < 3! Newtonova je tocna za polino-
me stupnja < 5. To moZemo iskoristiti za
racunanje nekih povrSina elementarnim me-
todama.

Primjer 3. Kolika je povrsina koju od
parabole y = x*> — 3x + 1 odsijeca pravac
y=x—27

Parabola i pravac se sijeku u tockama
(1I,—1)1 (3,1). Trebamo izracunati povrsi-
nu ispod funkcije

fx)=(x—-2)—(*—3x+1)
=—x" +4x -3

pA74
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nad intervalom [1,3]. Tujeyo =f(1) =0,

yi =f(2) =1,y2 =f(3) = Opaje povriina
jednaka

hy
P=—=
3

4
{yo + 4y + 3] = 3

Primjer 4. Koliku povr$inu zatvara graf
funkcije y = x(x — 2)? s osi apscisa, izmedu
njegovih dviju nultocaka?

y

-

Nultocke su 0 i 2, a vrijednosti funk-

cije yo = f(0) = 0, 1 = f(1) =1,
y2 = f(2) = 0. Ponovo dobivamo

hy

P = 3 yo +4y1 + ¥

4
=3

Primjer 5 Volumen bacve. Bacva je
rotacijsko tijelo Ciji se volumen dobiva for-
mulom

V= n/h 2 (x)dx.

—h

Ovdje je y(x) nepoznata funkcija koja opisu-
je oblik duzice bac¢ve. Za tu funkciju zna-

mo samo vrijednosti: yo = y(—h) = m,
y2 =y(0) =M, ys = y(h) = m.
ﬁ 3, 2000

Pretpostavimo da duZica ima oblik kruz-
nog luka! Tad je y? (x) polinom drugog stup-
nja. Sjetite se jednadzbe kruga koji prolazi
kroz tri zadane tocke. Tu jednadzbu ne¢emo
trebati izvoditi! Simpsonova formula dat ¢e
to¢nu vrijednost integrala i bez odredivanja
to¢nog izraza za funkciju y? (x):

h
Vi=n- g[m2+4MZ+m2}
2h
=5 [M ).

Pretpostavimo sad da duZica ima oblik
luka parabole. Jednadzba tog luka je
M—m

hz
Tad je y?> polinom Getvrtog stupnja i Newto-
nova formula dat ¢e to¢an rezultat integracije.
Trebamo izrac¢unati samo

y(x) =M — e

h 3 1
n=y3=y(z)= M+ m
Prema Newtonovoj formuli je (uvazavajuci
Yo = y4ly1 = y3):
2hm
=S [14y(2) +64y7 + 12)%}
2h
- 1—5” (802 + 4Mm 4 32
U koju bacvu stane vise? Lako se dobiva

Vi—Vy = 4—”h(M —m)>.
15
Dakle, u kruznu bac¢vu uvijek stane vise vi-
na. Za odredivanje kvalitete samog vina niti
trapezna formula nec¢e pomoci, tu treba ipak

koristiti tradicionalne metode.

133



