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Kako se u drugom razredu gimnazije ob-
raduje stereometrija, tako se sre¢emo i sa pro-
blemom izracunavanja volumena rotacijskih
tijela. Vec tada, ili u tre¢em razredu kod pri-
mjene trigonometrije u stereometriji spomi-
nje se (a u prirodoslovno-matematic¢koj gim-
naziji i detaljnije obraduje) Guldinovo pravi-
lo: Ako lik povrsine P rotira oko osi p koja je
u ravnini lika i ne sijece taj lik, onda je volu-
men dobivenog tijela jednak P - s, pri cemu
Jje s put koji je prevalilo teZiste lika (vidi [4]).
Isti poucak mozemo nadi i na str. 418 [5] pod
nazivom Papussov teorem i glasi: Neka je R
dio ravnine i L pravac u toj ravnini koji ili ne
dodiruje R ili prolazi njegovim rubom. Tada
Jje volumen tijela nastalog rotacijom R oko
L jednak umnosSku puta kojim se zarotiralo
teZiste od R i povrsine od R.

Kako odrediti put koji prevali teziste li-
ka? Izgleda posve jednostavno. No, ne bi
vjerovali koliko se tu pitanja moze postaviti i
koliko pogresaka uciniti.

NarazmiSljanja navedena u ovom ¢lanku
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natjerao me ucenik rjeSavajuci zadatak 8.212
[6]: Pravokutni trapez vrti se oko osi koja je
okomita na osnovicu i prolazi vrhom Siljastog
kuta. Duljine osnovica trapeza su 4 cm i 7
cm, a duljina kraka 5 cm. Izracunaj obujam
nastalog rotacijskog tijela.

Slika 1.

Volumen je tijela jednak razlici volume-
na valjka s polumjerom baze 7 cm i visinom 4
cm te stosca kojem je polumjer baze 3 cm i vi-
sina 4 cm. Dakle, volumen iznosi 1847 cm?.
No, ucenik je doao na elegantnu ideju da pri-
mjeni Guldinovo pravilo (¢emu racunati dva
volumena i oduzimati kada moZes izracunati
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odmah). Tako je (vidi sliku 1) uzeo da je
teZiste Cetverokuta

_ Xptxotxztxg 0474743 17
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Teziste bi rotacijom opisalo kruZnicu duljine
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2 - — - ; pa bi volumen nastalog tijela bio

17

748
2 3 m-22 = Tn, gdje je 22 povrSina

zadanog trapeza.

Sto tu nije u redu? Naravno, od-
mah pomisljamo da su to koordinate teZis-
ta danog trapeza. Pa idemo “prekopati”
po literaturi koja nam je dostupna. Zada-
tak 431 [1] definira teZiste skupa S toca-
ka A;(x;,yi), i = 1,2,3,4 kao presjek te-
ZiSnica tog skupa koje su zadane kao ge-
neralizacija teZiSnice u trokutu, a samo te-

ZiSte opisano na taj nacin imalo bi ko-
. X1+ x2+x3+Xx4
ordinate xy = , yr =

Yi+y2+y3+ya

Naime, uzmemo po tri

tocke, nademo teziste tako odabranog troku-
ta i spojimo sa Cetvrtom tockom. Dobivena
duZina nazvana je teziSnicom skupa S. Sve se
Cetiri teZiSnice sijeku u jednoj tocki — teZis-
tu skupa S. TeZiSte dijeli teZiSnicu u omjeru
3 : 1 racunajudi od vrha.

Sve je ovo to¢no dok smo samo na sku-
pu od Cetiri tocke. Medutim, ako promatra-
mo cetverokut odreden s Cetiri tocke, gor-
nje tvrdnje su pogreSne. Naime, sve vri-
jedi, osim $to tako dobivena tocka nije fi-
zicko teziSte Cetverokuta. Postoji tocka ko-
ja se dobije kao presjek gore opisanih te-
ZiSnica, ta tocka dijeli teZiSnice u omjeru

3 : 1 gledano od vrha, za njene koordina-

.o . X1+ x2+x3+ X4
te vrijedi xy = yr =

2 )
yityatystya, oo je jedinstvena. Ta

bi toéka4bila poopcenje teziSta trokuta na
Cetverokut. Samo, to nije teziSte cetvero-
kuta. Takve se generalizacije mogu napra-
viti za sve n-terokute. Navedene e tvrd-
nje i formule za koordinate teZiSta vrijedi-
ti samo za centralno simetri¢ne mnogokute.

Samo kod njih za koordinate teziSta vrije-

x1+x 4. 4x
de formule x7 = ke L yr =

yi+Y2+...+yn

Unato¢ tome, zadatak

n
48. stranica 246 [2] pogresno definira teziSte
Cetverokuta na gore opisan nacin.

Napomena: ono Sto vrijedi na konacnom
skupu od n tocaka ne mora nuzno vrijediti i
na mnogokutu kojem su te tocke vrhovi.

“Prekopavam” dalje ne bih li nasla Sto
kaze vektorski racun. Pa uspijevam u za-
datku 1.62 [3] i njegovom rjeSenju naci da
za teziSte P mnogokuta AjA;...A, vrijedi

— o
> i_; PAx = 0, 3to je analogno definiciji Ce-
tverokuta u [2], i opet pogresno definirano.
Ima li tomu kraja?

Razmisljajuci dalje o tom problemu do-
lazim do zakljucka da je pogreSnim generali-
zacijama koordinata teZzisSta trokuta doslo do
pogresaka u [2], [3], ... Sve §to je receno
o inkriminiranoj tocki s koordinatama x7 =
X1+x2+ ... +x, - Yi+y2+...+Vn e

tocno: jgdinstvena je, sjeciste je’;gore opisa-
nih “teZi$nica”, njenim spajanjem sa vrhovi-
ma mnogokuta nastaju vektori Ciji je zbroj
nulvektor. Osim jedne sitnice. To nije te-
ziste mnogokuta. Pa kako do¢i do tezista
zadanog mnogokuta? U tablicama Bronstejn
— Semendjajev, stranica 497, odnosno u de-
finiciji na stranici 702 [5] nadi ¢emo sljedece
formule: x7 = fS;dS, yr = fs%dS, gdje je
J.  Plosni integral po povrSini lika S. Kad bi
htjeli ra¢unati koordinate tezista (dovoljno je
apscisu) pomocu integrala, u naSem primje-
ru postavlja se pitanje ima li smisla primjena
Guldinovog pravila i $to je lakse. Tim vise
Sto ucenici treceg razreda ne mogu koristiti
integralni rac¢un. Ipak, prezentacije radi, izra-
¢unajmo koordinate teZiSta na gore ponuden
nacin. Trapez je omeden pravcima y = 0,

)
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2). Njegova je povr§ina 22 cm?. Radunamo
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a kako je povrsina trapeza 22, to je apscisa te-

92 46
ZiSta xp = 21 Tada je volumen tijela

46
prema Guldinu 27 - 11 -22 = 184w i napokon

wl-h

evo tocnog rezultata. Usput, ordinata teZiSta
racunala bi se ovako:

4 7
/de: //ydxdy
s 0 3y

4
3
= /(7y — Zyz)dy = 40,
0
40 20 % datk
pajeyr = 7 11,sonarnauzaa u ne
treba

DG4 y=4 ca4

(400 Eco Baoy ¥
Slika 2.

p\74
ﬁ 7, 2000

Kako izracunati koordinate teZiSta bez
upotrebe integrala? Moramo podijeliti mno-
gokut na manje dijelove Cija teZista znamo
izraCunati. To zna¢i na trokute ili central-
no simetricne mnogokute. Na§ ¢emo trapez
podijeliti kao i kod integralnog izracunava-
nja na pravokutan trokut i kvadrat i smjestiti
u pravokutni koordinatni sustav kao na slici
2. Sada nademo koordinate teZiSta trokuta

4
T (2, §) i kvadrata T,(5,2). Za teZiste tra-

. -S S .
peza sada vrijedi x7 = %, gdje
su x1, xp apscise tezista trokuta i kvadrata, a
S1, 8> njihove povrSine, dok je S povrSina
2:6+5-16 92

trapeza. Dakle x7 = 7 =5 =

46
TR Analogno za ordinatu teZiSta nalazimo
4
_ Y-Sty S 5'6+2'16 _
o S 22
40 20 4620)0"d D
2 =1 17 11/ ©Ova je drugi nacin

primjeren ucenicima i lak za racunanje.

Dakle, teziSte svakog mnogokuta moZze-
mo odrediti podijeliv§i mnogokut na trokute
ili neke druge centralno simetri¢ne mnogo-
kute kojima lako odredimo teZista te primje-
njujemo formule

X1-S14+x-S+...+x-8
XT = ’
S
gdje su x;, i = 1,...,[ apscise teZiSta po-
jedinih dijelova, a S;, i = 1,...,[ pripadne

povrsine, dok je S povrsina ¢itavog mnogo-
kuta;

yi-Si1ty2-S+...

S

gdje suy;, i = 1,..., [ ordinate tezista poje-
dinih dijelova. O nacinu podjele mnogokuta
ne ovise koordinate njegovog tezista, pa je na
nama da izaberemo najelegantniji nacin po-
djele zadanog mnogokuta na manje dijelove
kojima je lakSe izracunati koordinate teZista.
Ja bih ipak preporucila primjenu Guldinovog
pravila na centralnosimetri¢ne mnogokute —
npr. zgodan je primjer romb koji rotira oko
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osi §to prolazi jednim vrhom okomito na di-
jagonalu kao u zadatku 8.209 [6] (teZiste je u
sjecistu dijagonala) ili druge simetri¢ne liko-
ve (npr. rotacija kruga i sl.).

Kad sam se ve¢ zabavljala teziStima i
Guldinovim pravilom, evo jos jednog simpa-
ti¢nog primjera:

Zadatak. Nadi teziste polukruga polu-
mjera r (Primjer 5, stranica 415 [5]).

Slika 3.

2
Povrsina polukruga je % Volumen je

4
kugle §r37r. Kugla nastaje rotacijom poluk-

ruga polumjera r na slici 3 oko y osi. TeZiste
je od y osi udaljeno za X i rotacijom opise
kruznicu duljine 2 - X7, pa prema Guldino-

3

oo o4 _rm_.
vom pravilu vrijedi: gr nw=2nx - > te je

1]

2]
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Rjesenja iz proslog broja:
15.
52 x 3=156
+ X :
8— 6= 2
60+ 18= 78
16.
96 x 8=768
+  + :
46 —-42= 4
142 +50=192

znamenkom!

17.
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