Iz rjecnika metodike

Dokaz

Zdravko Kurnik, Zagreb

U proslom broju casopisa “Matematika
i Skola”, u ¢lanku [3], razmatrana su osnov-
na pitanja obrade pojma poucka ili teore-
ma: precizno formuliranje teorema P = Q
i moguce preformuliranje, jasno razlikovanje
pretpostavke P i tvrdnje Q i razumijevanje
njihove uloge u gradnji teorema P = (O,
obrat Q = P teorema P —> Q i njegova
formulacija, formulacija negacije |A neke iz-
jave A.

Ostalo je nerazjasnjeno jos pitanje doka-
zivanja teorema. Da bismo lakSe razumjeli
metodiku dokazivanja teorema, potrebno je
odmah na pocetku jasnije opisati predmet iz-
ucavanja: dokaz. Sto je dokaz? O dokazu u
strogom smislu pri izgradnji odredene mate-
maticke teorije (aritmetika, planimetrija, ste-
reometrija, teorija vjerojatnosti, teorija grupa
idr.) dade se govoriti samo u okvirima nekog
sustava aksioma. Kratak opis takve izgrad-
nje sadrZi takoder ¢lanak [3]. A odgovor na
gornje pitanje moZemo sazeto izre¢i ovako:

Dokaz teorema P =—> Q u nekoj teoriji
je takav konacan niz tvrdnji Q1, 03, ...,0x
teorije u kojem

a) svaka tvrdnja je ili aksiom, ili je dobive-
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na iz prethodno dokazanih tvrdnji toga
niza po nekom pravilu zakljucivanja,
b) posljednja tvrdnja niza je tvrdnja Q.

Dokazati teorem P — (, prema to-
me, znaci pronaci konacan niz tvrdnji Q,
O, ..., 0, teorije i logickim zakljucivanjem
prijeci od uvjeta iz pretpostavke P i tvrdnji
01, 07,...,0,—1 do tvrdnje O, = Q. Do-
kazana tvrdnja Q postaje nakon toga sastavni
dio svakog daljnjeg postupka dokazivanja.

Zacetnik postupka dokazivanja je, kao
$to znamo, otac gréke matematike Tales (oko
624. — 548. p. K.), ali njegov dokaz jos ni-
je logicki strog. Dokaz u matematiku uvodi
Pitagora (oko 570.-497. p. K.), a strogi do-
kaz rabi i Euklid (oko 330. - 275.p. K.). U
njegovim “Elementima” aksiomi, definicije
i poucci niZu se pravilno i primjereno i ¢ine
savrSen logicki sustav.

* * *

Bududi da su matematika kao znanost i
matematika kao nastavni predmet danas usko
povezane, to i dokazivanje poucaka ima svoje
vazno mjesto u nastavi matematike. Posebno
su vazni dokazi geometrijskih poucaka, jer
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oni u¢enicima pruzaju pravu priliku upozna-
vanja ideje strogog zakljucivanja. Ovdje se
neizbjezno namece pitanje: treba li dokaze
upoznavati i shvacéati i onaj ucenik koji se
kasnije u svakodnevnom Zivotu neée baviti
matematikom, ili za njegovu Zivotnu djelat-
nost matematika necée biti od neke posebne
vaznosti? Odgovor se lako moZe naslutiti
iz sljedece nepobitne istine: uciti dokazi-
vati znaci uciti rasudivati, a to je jedan od
osnovnih zadataka nastave matematike. Ra-
sudivati u zivotu treba svaki ¢ovjek. Kako
inace usporediti razlicite tvrdnje, izdvojiti iz
viSe izjava one koje su istinite, provjeriti va-
ljanost nekog sumnjivog dokaza, opovrgnuti
necije misljenje, donijeti ispravan zakljucak
o neCemu i sl.? Da, uciti dokazivati treba
svaki ucenik. Zato obrazovanje ucenika ni-
je potpuno ako on tijekom Skolovanja nije
upoznao i shvatio dokaze nekoliko standard-
nih matematickih poucaka.

Poucavanje dokazivanja poucaka za nas-
tavnika matematike je velik izazov, jer to oci-
to nije ni jednostavno ni lagano. Narocito $to
on pri tome mora imati na umu nekoliko va-
Znih ¢injenica:

1) lako je matematika deduktivna znanost,
Skolska matematika ne izgraduje se ni
na jednoj razini nastave kao strog de-
duktivni sustav, ve¢ ostaje u okvirima
modela. Ovo pogotovo vrijedi za nasta-
vu matematike u osnovnoj Skoli, jer je
ona veéim dijelom induktivna. Mnogi
poucci obraduju se u njoj bez dokaza.

2) U skolskim dokazima neizbjezni su in-
tuitivni elementi. Ako je neki poucak
jednostavan i tvrdnja gotovo ocigledna,
ucenici teSko shvacaju zasto se to mora
jos i dokazivati.

3) Ucenici mnogo lakSe prihvacaju logicki
dokaz u manje ociglednim primjerima.
Takav dokaz je teZi, ali u njemu se pove-
zuje viSe razlicitih ¢injenica. Povezane
¢injenice lakSe se pamte, steceno znanje
postaje trajnije.

*
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Prijedimo sada na sam postupak doka-
zivanja. Postoje dvije vrste dokaza teorema:
direkmi dokazi i indirektni dokazi.

A) Direktni dokazi

Direktni dokaz neke tvrdnje Q sastoji
se u tome da se polazeci od pretpostavke P,
primjenom aksioma, definicija i ranije do-
kazanih teorema, nizom ispravnih logickih
zakljucivanja dode do Q. Tada je implikacija
P = (Q istinita. Ve¢ina poucaka u nastavi
matematike dokazuje se na ovaj nacin.

Navest ¢emo nekoliko poucaka iz nasta-
ve matematike ili s matematickih natjecanja
¢iji se direktni dokazi temelje na vrlo jasnim
i prili¢no uocljivim ¢injenicama.

Primjer 1. Zbroj kutova u svakom tro-
kutu jednak je 180°.

Dokaz. Pogledajmo koje ¢injenice tre-
bamo za opravdanje tvrdnje.

Najprije vrthom C trokuta ABC povlaci-
mo paralelu DE s pravcem AB. Povlacenje
ove paralele omogucuje nam aksiom o para-
lelama euklidske geometrije koji kaze da se
tockom izvan danog pravca moZe povudi je-
dinstven pravac paralelan s danim pravcem.

D C E

Zatim uocavamo da kutovi 4DCA i
JIBAC, odnosno ¥BCE i <CBA imaju pa-
ralelne krakove. Prema ranije usvojenom
poucku o kutovima s paralelnim krakovima
vrijedi DCA = JBAC = o, 4BCE =
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JCBA = f. Te kutove moZemo promat-
rati i kao izmjeni¢ne kutove uz presjecnicu
paralelnih pravaca.

Kutovi <DCA, 4BCE i YACB zajedno
tvore ispruzeni kut, pa je kona¢no SXDCA +
JIBCE + JACB = o + 8 + y = 180°.

Primjer 2. U trokutu ABC duljine stra-
nica a, b i ¢ povezuje jednakost a + b = 2c,
a > b. Iz vrha C povucene su visina CD i
tezisnica CE. Dokafite da je |DE| = a — b.

(DrZavno natjecanje 1992. godine, VIII.
razred)

Dokaz. Na slici lako uo¢avamo dva
pravokutna trokuta ACD i BCD s duljinama

stranica |CD|, % — |DE| i b, odnosno |CD|,
c

DE|1ia.
2—i—| |ia

o ° )

A D ¢ FE B

Prirodno se namece primjena Pitagorina
poucka. Za duljinu |CD| zajednicke stranice
tih trokuta dobivamo

c
(CDP = 7 — (5 - DE|)?,
CD? = @ — (5 + DE|).

Izjedna¢avanjem desnih strana i sre-
divanjem dobivene jednakosti nalazimo da
je 2¢|DE| = a* — b?, a odavde uvazava-
njem pocetnog uvjeta slijedi traZena jedna-
kost |[DE| = a — b.

Napomena. lako se ne Cini da je ovaj
dokazni zadatak tezak, na natjecanju potpu-
no su ga rijeSila samo 4 ucenika od njih 40, a
¢ak 35 ucenika osvojilo je manje od 50% bo-
dova. Od toga broja 6 ucenika nije osvojilo
ni bod.

Primjer 3. DokaZite da se iz skupa sa
52 bilo koja prirodna broja mogu odabrati
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barem dva broja tako da je ili njihov zbroj ili
njihova razlika djeljiva sa 100.

Dokaz. Formulacija ovog dokaznog za-
datka sadrZi rije¢cu barem. Na §to ona u prvi
mah moZe podsjetiti? Na Dirichletov prin-
cip: Ako konacan skup sa n 4+ 1 elemenata
razdijelimo bilo kako u n podskupova, onda
postoji podskup koji sadrZi barem 2 elemen-
ta. Zaista, Dirichletov princip je u ovom slu-
¢aju ona teorijska ¢injenica koja omogucuje
dokaz tvrdnje.

Promatraju se 52 bilo koja prirodna bro-
ja, n + 1 = 52. Da bismo mogli primijeniti
Dirichletov princip, potrebno je sve prirodne
brojeve razvrstati u 51 podskup, n = 51!
Nacin na koji to treba uciniti proizlazi iz
uvjeta zadatka da ili zbroj ili razlika dva
broja bude djeljiva sa 100, tj. da ili zbroj
ili razlika zavrSava sa 00. Prema tome, pri
gradnji podskupova pozornost treba usmje-
riti na dvoznamenkaste zavrSetke prirodnih
brojeva. Tako ¢e, na primjer, brojevi 453,
1847, 92647 ocito pripadati jednom pods-
kupu (453 + 1847 = 2300,453 492647 =
93100, 92647 — 1847 = 90800). Tu le-
7i zametak ideje da se svi prirodni brojevi
razvrstavaju u podskupove prema sljede¢im
dvoznamenkastim zavrSecima: 00, 01 i 99,
02198,03197,...,49151, 50. Dobivamo
ukupno 51 podskup. Kako imamo 52 broja,
po Dirichletovom principu barem dva bro-
ja moraju pripadati istom podskupu. Ta dva
broja zadovoljavaju uvjet zadatka.

Primjer 4. DokaZite da za svaka dva
pozitivna broja p i q vrijedi nejednakost
(P> +p+0)(g*+q+1) = 9pq.

(Drzavno natjecanje 1994. godine, I.
razred)

Dokaz. Ako se poznaje osnovni postu-
pak pri dokazivanju algebarskih nejednakos-
ti, onda se gornja tvrdnja moZe brzo opravda-
ti. U tom postupku misljenje se najprije us-
mjerava na otkrivanje lako uocljivog nacina
dokazivanja, zatim se pomislja na primjenu
nekih jednostavnih i posebnih nejednakosti, a
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u krajnjem slucaju primjenjuje se analiticko—
sinteticka metoda svodenja na ociglednu ne-
jednakost. Pogledajmo ostvarenja raznih za-
misli:

a) Lako se vidi da je p> +p + 1 > 3p,
¢* + g+ 1 > 3g. MnoZenjem ovih ne-
jednakosti odmabh slijedi traZena nejed-
nakost.

b) Prikladna transformacija lijeve strane
nejednakosti daje (p?> +p +1)(¢* + g+
1) =[(p—1)2+3pll(g—1)* +3q] =
9pq.

¢) Nakon dijeljenja sa pg nejednakost mo-
Zemo zapisati u obliku

1 1
p+-+D(@+-+1)>09.
P q

Valjanost ove nejednakosti proizlazi iz
¢injenice da za svaki pozitivni broj x vri-

1
jedi nejednakost x + — > 2.
X

d) Analiticko—sinteticka metoda. Nejedna-
kost transformiramo u prvom koraku na
oblik (p?+p+1)(¢*+q+1)—9pg > 0,
a zatim lijevu stranu transformiramo sve
dok konac¢no ne dobijemo ociglednu ne-
jednakost. Imamo redom

P +p+ 1)@ +q+1)—9pq
=P’ +pq+p +pg’ +p
+ q2 +qg+1—8pg
= (0’4" —2pq+1)+(p*9—2pq+q)
+(pq" —2pq+p)+(P*+4°—2pq)
= (pg—1)*+4(p—1)°
+plg—1°+(p—q)* > 0.

Napomena. lako ovaj dokazni zadatak
zaista nije tezak, na natjecanju ga je u potpu-
nosti dokazalo samo 10 ucenika od njih 26.
Cak 13 ucenika nije osvojilo ni bod, medu
njima i jedan nagradeni ucenik! To ukazuje
na potrebu poboljSanja priprema ucenika za
natjecanja.
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B) Indirektni dokazi

Za razliku od direktnog dokaza teore-
ma P —> (Q, indirektnim dokazom je put od
pretpostavke P do tvrdnje Q “zaobilazan”.
Moramo biti svjesni Cinjenice da rasudivanje
u indirektnom dokazu neke izjave mnogim
ucenicima stvara dodatne poteSkoce. Raz-
motrit ¢emo zato pobliZe strukturu indirekt-
nog dokaza.

Za svaku tvrdnju Q postoji suprotna
tvrdnja | Q. Od te dvije tvrdnje samo je jedna
istinita. Indirektni dokaz teorema P — Q
temelji se na promatranju suprotne tvrdnje
10 i nastojanju da se dokaZe da suprotna
tvrdnja nije istinita.

Preciznije:

Indirektni dokaz tvrdnje Q sastoji se
u direktnom dokazu implikacije |Q = L,
gdje je L neka ocigledna neistina. Naime,
ako je ta implikacija dokazana, ona je istini-
ta izjava, pa kako je L neistina mora biti |Q
neistinita izjava, a to znaci Q istinita izjava.

Jednostavnije:

Polazi se od pretpostavke da vrijedi su-
protna tvrdnja |Q. Ako se tijekom dokazi-
vanja suprotne tvrdnje |Q dode u suprotnost
s nekim aksiomom, ranije dokazanim teore-
mom ili nekom drugom istinitom ¢injenicom,
zakljuCuje se da suprotna tvrdnja |Q nije is-
tinita, a to znaci da je tvrdnja Q teorema isti-
nita.

Medu indirektnim dokazima izdvajaju
se dva koja se ¢esto primjenjuju.

Podsjetimo se da se izjava |Q = |P
naziva kontrapozicija izjave P =— Qi da
su te dvije izjave ekvivalentne. To znaci ako
dokazemo istinitost prve, dokazana je i isti-
nitost druge. Dokaz teorema P = Q zas-
novan na toj ekvivalenciji naziva se dokaz
po kontrapoziciji.

Ako pri dokazivanju teorema P = Q
uz danu pretpostavku P krenemo od suprot-
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ne tvrdnje |Q i nizom logi¢kih koraka do-
demo do toga da bi tada trebale istovreme-
no vrijediti neka izjava A i njezina negacija
1A, onda zaklju€ujemo da suprotna tvrdnja
10 nije istinita, veé je istinita polazna tvrd-
nja Q. Dokaz teorema P = Q zasnovan na
takvom rasudivanju naziva se svodenje na
kontradikciju (reductio ad absurdum).

Indirektni dokaz moZemo naci ve¢ kod
Euklida u njegovim “Elementima”. Njegova
omiljena metoda dokazivanja bila je upravo
reductio ad absurdum. Pogledajmo glaso-
viti Euklidov dokaz teorema o skupu prostih
brojeva u nesto preina¢enom obliku.

Primjer 5. Skup prostih brojeva je be-
skonacan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da je
skup prostih brojeva konacan, tj. da posto-
ji najveci prosti broj p. Tada bi svi prosti
brojevi bili 2,3,5,7,11,13,17,...,p. Pro-
matrajmo broj

g=2-3-5-7-11-13-17-...-p+ 1.

Broj g vedi je od broja p. On zato ne
moZze biti prost broj, jer je prema pretpos-
tavci p najveci prost broj. On bi morao biti
slozen broj i kao takav djeljiv s nekim pros-
tim brojem iz gornjeg niza, a o€ito nije. Ova
apsurdna situacija opovrgava suprotnu tvrd-
nju. Dakle, vrijedi polazna tvrdnja.

Pogledajmo sada dva primjera u kojima
iz pretpostavke da vrijedi suprotna tvrdnja
10 dobivamo neku o¢iglednu neistinu L.

Primjer 6. Ako su a i b pozitivni realni
brojevi, onda je aritmeticka sredina tih bro-
Jjeva veca ili jednaka geometrijskoj sredini,

1.

“;bzm.

Dokaz. Tvrdnja se moze dokazati i di-
rektno i indirektno.
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Direktan dokaz izreCenog poucka
P — Q zasniva se na ociglednoj nejedna-
kosti (v/a — +/b)*> > 0. Nakon kvadriranja
odmah slijedi traZzena nejednakost. Podsje-
timo se da se navedena pocetna nejednakost
otkriva analizom (v. [1]).

Razmotrimo sada indirektni dokaz. U
tu svrhu najprije zapisujemo suprotnu tvrd-

b
nju |Q : CHZ_ < Vab. 1z nje dobivamo

a+b—2v/ab < 0,0dnosno (y/a—/b)? < 0.
Ovo je ocigledna neistina L! Dakle, vrijedi
polazna tvrdnja.

Primjer 7. DokaZite da ne postoje pri-
rodni brojevi x, y, z i n takvida jen > 7 i
xﬂ + yﬂ — Zn'

Dokaz. Formulacija teorema je takva da
moze izazvati malu nedoumicu oko toga Sto
je tu pretpostavka, a Sto tvrdnja. PoZeljna je
najprije jasnija formulacija:

Ako su x, y, zin brojevitakvidajen > z
i X" +y" = 7", onda x, y, z i n nisu prirodni
brojevi.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje
prirodni brojevi x, y, z i n sa traZenim svoj-
stvom. OCito je x < ziy < z, a zbog sime-
tricnosti moZemo uzeti da je i x < y. Tada
je

X'=7"— yn
= (z=Y) (T4 4y Ty
>1-n-x""1 >y

Dobili smo dajex” > x", ato je ocigled-
na neistina L. Mogli bi reci i da je to apsurd.
Dakle, vrijedi polazna tvrdnja.

Pogledajmo sada jedan jednostavan pri-
mjer dokaza po kontrapoziciji.

Primjer 8. Ako je broj a* paran, onda
Jje i broj a paran.

Dokaz. Direktan dokaz izrecenog pouc-
ka P = Q nije vidljiv. Zato prelazimo na
kontrapoziciju |Q = |P. Ona glasi:

Ako je broj a neparan, onda je i broj a*
neparan.
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Nije teSko direktno dokazati ovu kontra-
poziciju. Neparan broj @ moZemo zapisati u
oblikua = 2n+1. Sadajea® = 2n+1)* =
4n® +4n+1=202n*>+2n)+1=2m+1,
tj. neparan broj.

Bududidasuizjave P = Qi |0 = |P
ekvivalentne, to iz istinitosti druge slijedi is-
tinitost prve.

Xx * *
Najpoznatiji poucak Skolske matemati-
ke ¢iji se dokaz svodi na kontradikciju opisat
¢emo u narednom primjeru.

Primjer 9. /2 je iracionalan broj.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi suprot-
na tvrdnja |Q : V2 je racionalan broj. U
tom se sluaju v/2 moZe zapisati u obliku

V2 = B, D(p,q) = 1. Iz toga prikaza slijedi
q

p? = 24%, tj. p? je paran broj, a na temelju

primjera 8 onda zaklju¢ujemo da je i p paran
broj, p = 2n. Dalje imamo redom p? = 247,
4n’ = 2¢%, ¢* = 2n°, tj. ¢* je paran broj,
a onda opet na temelju primjera 8 zakljucu-
jemo da je i ¢ paran broj. To znaci da je
D(p,q) # 1.

Polazeéi od suprotne tvrdnje |Q dos-
li smo do toga da istovremeno vrijede iz-
java A : D(p,q) = 1 i njezina negacija
1A : D(p,q) # 1. To je kontradikcija! Dak-
le, suprotna tvrdnja |Q nije istinita, vrijedi
polazna tvrdnja Q.

* * *

U stereometriji mogu se naéi mnogi po-
ucci koji se dokazuju indirektno. Kao pos-
ljednji primjer navest éemo indirektni dokaz
jednog takvog poucka koji je neposredna po-
sljedica aksioma. Podsjetimo se da su za iz-
gradnju stereometrije potrebna, uz aksiome
planimetrije, jo§ samo sljedeca tri aksioma:

(A1) Ako su dane tri tocke, onda postoji
bar jedna ravnina koja sadrZi te tocke.

(A2) Ako ravnina sadrZi dvije razlicite
tocke pravca, onda ona sadrZi taj pravac.
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(A3) Ako su o i B dvije razlicite ravnine,
onda je njihov presjek o N B ili prazan skup
ili pravac.

Primjer 10. Ako su A, B, C tri tocke
prostora koje ne pripadaju istom pravcu, on-
da postoji jedinstvena ravnina koja sadrZi te
tocke.

Dokaz. Formulacija poucka je primje-
rena, jer se jasno vidi Sto je pretpostavka P
a §to tvrdnja Q. Prema prvom aksiomu ste-
reometrije postoji bar jedna ravnina 7 koja
sadrzi tocke A, B, C. Neka je ¢ bilo koja rav-
nina koja sadrzi tocke A, B, C. Tvrdimo da je
nuzno ¢ = 7. Pretpostavimo suprotno, tj. da
vrijedi |Q: @ # 7. Kakoje A € m, A € ¢,
to presjek ¢ M 7 nije prazan skup, pa prema
treCem aksiomu stereometrije proizlazi da je
taj presjek pravac. Medutim, toc¢ke A, B, C
pripadaju i jednoj i drugoj ravnini, $to znaci
da pripadaju tom pravcu. To je suprotnost,
|P, pretpostavci P da tocke A, B, C ne pripa-
daju jednom pravcu. Zato suprotna tvrdnja
10 nije istinita, vrijedi polazna tvrdnja Q.

Iako je izjava (A1) opcenitija i pogodni-
ja za aksiom, Cesto se u udzbenicima umjesto
nje kao aksiom uzima izjava iz ovog primje-
ra.

U procesu dokazivanja poucaka vaznu
ulogu igraju pitanja koja nastavnik postavlja
ucenicima. Vec je vise puta istaknuto da je
umijece postavljanja pitanja jedan od oblika
nastavnikove kreativnosti. Neka su pitanja
standardna i stalno se ponavljaju, ali su vazna
i nezaobilazna, dok druga ovise o trenutku i
umjesnosti nastavnikovog vodenja dijaloga.
Odredeno usmjeravanje misljenja ucenika i
pojacavanje pozornosti na dokaz poucka mo-
7e se uspjesno potaknuti nekim od sljedecih
nastavnikovih pitanja:

Je li sve jasno u formulaciji poucka? Sto
Jje pretpostavka u poucku? Od koliko se di-
Jjelova sastoji uvjet pretpostavke? MoZete li
rasclaniti uvjet na dijelove? Sto treba do-
kazati? Sto je tvrdnja poucka? Kako glasi
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suprotna tvrdnja? Koje bi Cinjenice mogle
pomoci pri dokazivanju poucka? MoZete li
naci vezu izmedu ovog poucka i nekog ra-
nije dokazanog poucka? Jeste li iskoristili
sve dijelove uvjeta iz pretpostavke? Jesmo
li nacin dokazivanja vec¢ koristili kod nekog
drugog poucka? Jesmo li dokazivali srodan
poucak? MoZete li dokazati poucak na drugi
nacin? Kako glasi obrnuta tvrdnja? Vrijedi
li obrnuta tvrdnja?

Svaki puta kada nastavnik priprema do-
kaz nekog poucka za naredni sat matemati-
ke potrebno je da dobro promisli o izboru
primjerenih pitanja, iz navedene skupine ili
vlastitih novih pitanja, jer se, kao §to smo
vidjeli, dokazivanje poucaka ubraja u teza
mjesta obrade novog nastavnog gradiva. A
i krajnji rezultat moZe se lako pretpostaviti:
dobro i brzo sagledavanje poucka od strane
ucenika, uspje$no vodenje metode razgovo-
ra i ostvarenje postavljenog cilja nastavnog
sata.

Na kraju, radi potpunijeg uvida u pro-
blematiku, navodimo pribliZan broj poucaka
osnovnoskolske i srednjoSkolske matemati-
ke, dobiven pregledom niza udZbenika koji
se rabe ili su se rabili u nastavi:

Matematika 5 (48), Matematika 6 (37),
Matematika 7 (14), Matematika 8 (33), Ma-
tematika 1 (57), Matematika 2 (34), Mate-
matika 3 (31), Matematika 4 (71).
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teorema.

Sve treba dokazati, a kod dokaza ne moZemo upotrijebiti nista osim aksioma i dokazanih

Logika koja moZe dati sigurnost je instrument dokaza, intuicija je instrument invencije.

Dobro poucava onaj koji dobro razlikuje probleme.

(B. Pascal)

(J. H. Poicaré)

(latinska poslovica)
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