Neobican broj

Pricao €

e..., e..., e...,
ma e/

Dok povijest broja 7 traje skoro 4 tisu¢e godina, o broju ¢ govori se tek
zadnjih 400. Taj neobic¢an broj, manje poznat Sirem krugu ljudi, uziva veliki
ugled medu “ljudima od struke”. Provjerite zasto!

Sandra Gracan, Zagreb

Nakon susreta s neobi¢nim brojem 7 u
osnovnoj Skoli, u srednjoj nas je do¢ekao jo$
jedan zanimljiv broj. Uceéi o logaritmima,
saznajemo da pored obi¢nih, Briggsovih lo-
garitama s bazom 10, postoje i tzv. prirodni
logaritmi Cija baza je broj e = 2.71828. . ..
Ali, $to moze biti prirodnije od broja 10? Ot-
kud taj ¢udan broj?

Pri¢a prva: bankarska posla

Od pamtivjeka je novac bio u centru pa-
Znje. I kako se to Cesto kaze, novac (i danas)
okrece svijet. Steci financijsku sigurnost jed-
na je od osnovnih ljudskih potreba, a da ju
nije lako zadovoljiti, barem je Vama jasno.

Zamislite na tren da ste uspjeli ustedjeti
nes$to novaca i, umjesto u ¢arapu, odlucite ga
na neko vrijeme pospremiti u banku, nada-
juci se dobrim kamatama. Pretpostavimo da
Vasa svota iznosi P kuna, a da je godiS$nja
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kamata r, tada ra¢unamo li s r u decimalnom
obliku, krajem prve godine na ra¢unu cete
imati P+ r - P = P(1 + r) kn, krajem druge
godine P - (1 + r)? kn, itd., a nakon ¢ godina
svotica ¢e narasti na
S=P-(1+r)kn.

Neke banke obracunavaju kamate dva, tri, Ce-
tiri ili viSe puta godi$nje, pa postoje godiSnji,
polugodisnji, kvartalni, tjedni ili cak dnev-
ni obracuni. Uzmemo li da se obracun vr$i n
puta godisnje (u jednakim vremenskim inter-
valima), za svaki obracunski period kamatna

. .. F . .
stopa ¢e iznositi —. Kako je u ¢ godina nt pe-

n
rioda, svota S ¢e se nakon ¢ godina racunati
po formuli

t
S:P.<1+f)".
n

Uz pretpostavku da je r = 1, Sto bi zna-
¢ilo da kamatna stopaiznosi 100% (a sigurno
nijedna banka nije ba$ toliko velikodu$na),
lagano napustamo realni svijet bankarstva. S
obzirom da smo matematicari u dusi, to i nece
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biti tako tesko, pa uz jo§ dvije pretpostavke:
P =11t =1, stizemo do neobi¢ne formule

1\7n
S:(1+—>.
n

U donjoj tablici dane su vrijednosti od S u

ovisnosti o n:
1 n
S = (1 + —)
n

2

2.25
2.37037...
2.44141...
2.48832...
10 | 2.59374 ...
50| 2.69159...
100 | 2.70481 ...
1000 | 2.71692. ..
10000 | 2.71815...
100000 | 2.71827 ...
1000000 | 2.71828. ..
10000000 | 2.71828 ...

N

S WA W=

Jasno je kako daljnje povecavanje broja n
slabo utjece na iznos S.
n

To neobi¢no ponasanje izraza (1 + %)
prvi je primijetio neki matematicki “navud-
reni” bankar, negdje krajem 16. i pocetkom
17. stolje¢a i tako rodendan broja, kasnije
nazvanog e, ostaje nepoznat.

Zanimljivo je i to $to se po prvi puta u
povijesti matematike jedan broj definira, iako
cisto eksperimentalno, kao grani¢na vrijed-
nost ili limes niza brojeva. Danas bismo tu
definiciju pisali ovako:

e = lim(1 +x)v =2.7182818285 . ..
x—

Prica druga: John Napier i veliki
izum

Roden 1550. u Edinburghu u Skotskoj,
taj vatreni protestant, teolog i pravnik bavio
se matematikom kao hobijem. Poznavao je
formule za pretvorbu umnoska u zbroj trigo-
nometrijskih funkcija. Proucavao je svojstva
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geometrijskog niza:

1? q7 q27 q37"'7qn_17 qn7“'

Odnos izmedu ¢lanova geometrijskog niza
i njihovih eksponenata ve¢ je bio poznat:
mnoZenjem dvaju ¢lanova niza, eksponenti
se zbrajaju, a dijeljenjem oduzimaju. Osim
toga, niz se moze prosiriti i na lijevu stranu,
definiramo li

pa eksponenti ¢ine aritmeticki niz s diferen-
cijom 1 i zapravo pokrivaju skup cijelih bro-
jeva.

Tu se rodila briljantna ideja: kad bi se
bilo koji broj mogao prikazati kao potencija
nekog zadanog broja (baze), tada bi se um-
jesto mnoZenja i dijeljenja brojeva izvodilo
zbrajanje i oduzimanje eksponenata, poten-
ciranje s n svelo bi se na mnoZenje s n, a vade-
nje n-tog korijena na dijeljenje s n. No, kako
to konkretno izvesti, i kako popuniti “rupe”
izmedu cijelih brojeva? Napier je smatrao da
¢e pravilnim odabirom baze rijesiti taj pro-
blem. Ali, koji broj izabrati za bazu? On
ne smije biti ni prevelik ni premalen, kako bi
potencije rasle ili padale razumnom brzinom.

Dvoumed¢i se godinama, Napier za ba-
zu napokon izabire broj 0.9999999, odnosno
1 — 1077, Tada zapocinje s mukotrpnim ra-
¢unanjem. Napier je ¢itavih 20 godina stva-
rao svoje prve logaritamske tablice. Ekspo-
nent svake potencije Napier naziva “umjetni
broj”, a kasnije se odlucuje za naziv logari-
tam. Dakle, ako je

N=10"-(1-10"")F,

onda je L Napierov logaritam od N.

Odmah uocavamo da je za L = 0,
N = 107 i da za Napierove logaritme ne vrije-
de osnovna pravila racunanja s logaritmima,
npr. logaritam produkta nije jednak sumi lo-
garitama i sli¢no. Osim toga, 1 — 107 < 1,
pa Napierovi logaritmi padaju kad N raste.

Napier je svoj izum objavio 1614. godi-
ne i uporaba logaritama vrlo brzo se §iri po
Europi, stize ¢ak i do Kine.

v
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Nova ideja odusevila je i Henrija Brig-
gsa, londonskog profesora geometrije, ko-
ji ubrzo posjecuje Napiera i predlaze mu
da za bazu uzme broj 10, tako da bude
log 10 = 1 = 10°. Napier prihvaca sugesti-
ju, ali racunanje novih tablica prepusta mla-
dem kolegi. Briggs 1624. godine objavljuje
prve logaritamske tablice s logaritmima svih
cijelih brojeva izmedu 1 i 20000 te izmedu
900001 100 000 izra¢unatim na 14 decimala!

Ali, gdje je tu e? Odgovor na to pitanje
znat ée se tek 50-tak godina kasnije. U me-
duvremenu, pogledajmo jo$ jedan problem
koji nas vodi do neobi¢nog broja.

Prica tre¢a: povrsina ispod
hiperbole

Hiperbolu su, kao jedan od presjeka
stoSca ravninom, poznavali jo§ stari Grei. Za
razliku od kruZnice ili elipse, ta krivulja ni-
je zatvorena. Zato izracunati povrSinu ispod

hiperbole y = — nije ni malo ni lako. To
X
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nece biti jednostavno niti ako se ograni¢cimo
na dio ravnine koji je omeden “pozitivnom”
granom hiperbole, osi x i pravcima x = 11
x =t gdjejer > 1.

y 1
=1
|
|
11 ]
|
|
| |
0 1 't x

Uvertira u Grckoj

Veliki gr¢ki matematic¢ar Arhimed (/287.
—212. p. K.) najprije je vrlo uspjesno racu-
nao opseg i povrsinu kruga upisujuéi mu i
opisujuéi niz pravilnih poligona. Zatim je
pokusSao pronadi i povrSinu ispod parabole,
podijelivsi ju na niz trokuta ¢ije povrSine se
smanjuju geometrijskom progresijom.

Ponavljaju¢i postupak, dosao je do ni-
za trokuta ¢ije su se povrSine skoro sasvim
poklapale s povrSinom citavog odsjecka.

No, s hiperbolom, kao ni s elipsom, nije
i§lo.

Arhimedova metoda iscrpljivanja jako
nas podsjeca na integralni racun. Ali, Gr-
ci su bili pravi prakti¢ari, i zazirali su od
svega Sto se nije moglo prakticno izvesti ili
pokazati. Izbjegavali su probleme u vezi s
beskonacnosti i beskona¢nim procesima.

1800 godina kasnije, u Francuskoj. . .

Pojam beskonacnosti zbunjivao je mate-
maticare citav niz stoljeca. Bila je to veli-
ka psiholoska barijera i trebalo je pro¢i ¢ak
1800 godina da se ona prevlada. 1593. godi-
ne francuski matematicar F. Viete pronalazi
formulu vezanu uz broj 7:

2 V2 V2+V2 \2+V2+V2
- Y .

T
Otkrice ovog beskonac¢nog produkta i mno-
gih drugih formula koje su slijedile probilo je
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tu barijeru. Prihvadanjem beskonac¢nih pro-
cesa u matematici, a zatim i izumom anali-
ticke geometrije po¢etkom 17. stoljeca, pro-
blem povrsine ispod hiperbole dobiva novi
smisao. Cak nekoliko slavnih matematiara
pokusava rijesiti taj problem.

Uz Renea Descartesa koji je izumio ana-
liticku geometriju, Blaisea Pascala i Johan-
nesa Keplera, hiperbolu je proucavao i veliki
Pierre Fermat. lako se najviSe bavio teorijom
brojeva, pokusao je rijesiti i problem povrsSi-
ne ispod krivulja danih jednadZbom

y=x", n >0,

(tzv. generalizirane parabole), aproksimira-
judi povrsinu ispod krivulje nizom pravokut-
nika ¢ije baze ¢ine padajuci geometrijski niz.

ar3

To¢kama K, L, M, N itd., interval (0, a)
na osi x podijeljen je na beskonac¢no mno-
go podintervala ¢ije duljine ¢ine geometrijski

LeZeci u krevetu, kasno jednog jut-
ra René Descartes je, promatrajuc¢i muhu
kako se mice po stropu, doSao na ideju
da se svaka tocka ravnine moZe opisati
s dva broja, udaljenostima od dvaju fik-
snih pravaca. Ta dva broja — koordinate
to¢ke — omogucila su matematicarima da
umjesto geometrijskih objekata i krivulja
promatraju njihove jednadzbe i geomet-
rijske probleme svedu na algebarske.
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niz, tj. vrijedi:
|ON| = a,
|OM| = ar,
|OL| = ar?,...r < 1.

Visine pravokutnika nad tim bazama su
redom: a”, (ar)", (ar?)" itd. Uporabimo li
formulu za sumu reda, dobijemo:

anJrl (1 _ }") an+l

A = = .
' 1 — ! L+r+r24... 41"

Sto je r blizi 1, pravokutnici ¢e bolje aprok-
simirati povrSinu ispod krivulje. Zato racu-
namo lim A,:

r—1

an+l

n+1°

limA, =A =
r—1

Metoda vrlo podsjeca na Arhimedovu
metodu, ali za razliku od Arhimeda, Fermat
se usudio zbrajati beskona¢no mnogo ¢lano-
va niza. Njegov rezultat prepoznajemo kao

a

formulu [x"dx = a""'/(n + 1), no treba
0
imati na umu da je ona dobivena ¢ak 30-tak

godina prije otkric¢a integralnog racuna.

Fermat je zatim uspio pokazati kako nje-
gova formula vrijedi i za sasvim drugi tip
krivulja — za generalizirane hiperbole:

_ 1
y = X m = ﬁ
Zapravo, za sve osim za krivulju po kojoj je
C¢itava familija i dobila ime — za hiperbolu

1
y = —! Bas Steta.
X

... pa u Belgiji. . .

Jedan drugi matematicar, belgijski jezu-
it Gregoire Saint Vincent, primijetio je da su
u slucaju hiperbole pravokutnici iz Ferma-
tove metode svi jednakih povrSina. Zaista,
Sirine pravokutnika, pocevsi od toc¢ke N, su
a—ar=a(l—r),ar—ar* = ar(1—r),itd.,
a visine u tockama N, M, L... sua™!, (ar)_l,
(ar*)~!... i sve povrine iznose 1 — r.

pA74
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Gledamo li slijeva nadesno, dok udalje-
nost od ishodiSta raste geometrijskom pro-
gresijom (...ar", ar',...ar?, ar, a — vidi
sliku), odgovarajuéa povrsina ispod krivulje
svakim se korakom povecava za 1 — r, od-
nosno raste aritmetickom progresijom. To se
ne mijenja ni kad pustimo da r teZi ka 1.

Namecde se zakljucak da je povrSina is-
pod hiperbole omedena pravcima x = 1 i
x = t zapravo proporcionalna logaritmu od
t. To Ce prvi puta eksplicite napisati jedan
od Saint-Vincentovih ucenika, Alfonso An-
ton de Sarasa:

A(r) = logt.

...1to je to!

Tako je napokon, skoro 2 000 godina na-
kon $to su Grcei definirali problem, zadatak
rijeSen! Do tada su logaritmi koriSteni is-
klju¢ivo kao pomo¢ u ra¢unanju, a sada se
po prvi puta koriste kao funkcija koja opisu-
je ovisnost jedne varijable o drugoj. Ostala
je jos samo jedna sitnica: konkretno racu-
nanje. PovrSina jest logaritamska funkcija
udaljenosti od ishodista, ali uz koju se bazu
ona konkretno moze izracunati? Kao §to je
za povrSinu kruga dugo bila poznata formula
P = kr?, ali k nije bilo koji broj, tako je i ov-
dje morala postojati baza koja bi numericki
odredivala povr$inu. Jo$ uvijek je nedostajao
postupak kojim bi se efikasno i lako rjeSavao
taj problem.
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Veliko finale

Otkrice diferencijalnog i integralnog ra-
¢unajedan je od najvaznijih izumau povijesti
matematike. Do tog velikog otkrica dosli su,
neovisno, engleski fizi¢ar i matematicar Isa-
ac Newton (1642. — 1727.) i njemacki ma-
tematicar, diplomat i pravnik Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646. - 1716.), jedan prouca-
vajudi problem brzine, drugi preko problema
tangente.

Diferencijalni i integralni racun dat ¢e
nam odgovore na sva dosadasnja pitanja u
vezi broja e. Vidjeli smo kako je Briggs po-
boljsao Napierove logaritamske tablice uzi-
majuci za bazu broj 10. No, baza moze biti
bilo koji broj b # 1. Pa, neka je

y=>b"
PokuSajmo pronadi derivaciju te funkcije.
Racunamo:

D i Yy 2
dx  A—0Ax  A—0  Ax
X(1Ax
i 202D
Ax—0 Ax

Zamijenimo li Ax s i, dobivamo:
dy .. b*(b"—1)
= lim ———— 7
dx " h
h

= b* lim

h—0

Limes gornjeg izraza postoji (postoji i

dokaz...), oznacimo ga s k. To znaci da je

zay = b*, y' = kb*. Sad se namede pitanje

koji konkretno broj izabrati za bazu b tako da

bude £ = 1. To bi znacilo da je derivacija
funkcije jednaka njoj samoj. 1z

h—1
b .

lim
h—0 h
slijedi da je

. 1
b=1lim(l1+h)r =1,
h—0
1
a zamjenom varijable & s — dobivamo da je
m
1\m
b= tim (1+-)".
m—oo m
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No, gornji limes ve¢ nam je poznat, to je
upravo broj e = 2.71828 . . ..

Pokazalo se da je broj e jedini takav broj
za koji je derivacija funkcije y = ¢* jedna-
kaupravo ¢*. Tocnije, rjeSenje diferencijalne

jednadzbe dy =y glasi
dx

y = Cé", C #0 je konstanta.

Ova jednadzba predstavlja Citavu familiju
eksponencijalnih krivulja, jedinstvenih po to-
me $to su jednake svojoj derivaciji.

y:Cex

Inverz eksponencijalne funkcije y = ¢*
logaritamska je funkcija s bazom e:

y=Inux.

Izracunajmo sada njezinu derivaciju.

d
Kakojezay = €%, d—y = ¢* = y,odavde
X
d 1
slijedi da je & = = = 2. Zamijenimo li
dy e*

1

varijable x i y, slijedi @ _ —, odnosno za
4 dx x

y=lInx, & _ —. Drugim rije¢ima, funkcija
dx x

In x je antiderivacija od —. A imajuci na umu
X

< | =

geometrijsko znacenje integrala, jasno je da

formula
1
/ —dx =Inx
X

rjeSava na$, na pocetku postavljeni, problem
povrsine ispod hiperbole. Konacno, uz ba-
Zu e, povrsina ispod hiperbole i numericki
“Stima”.
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Uoc¢imo na kraju jo§ nesto: povrSina is-
pod hiperbole omedena s osi x i pravcima
x = 1ix = e jednaka je 1. Dok je broj 7
povrsina jedini¢ne kruZnice, broj e ima line-
arnu dimenziju, on je vrijednost za koju je
povrsina ispod hiperbole jednaka 1:

Krug: P=nr’=P=mzar=1;
Hiperbola: P=Inx=—= P =1zax=e.

=
—_
[
=

Tocka na e

Cijela prica o broju e ne moze proci bez
Leonharda Eulera. Za njega se kaze da je
bio pravi matematicki Mozart. Euler defi-
nira eksponencijalnu i logaritamsku funkciju
sasvim neovisno:
¢ = lim (l—l—f)n,lnx = lim n(xt“”—l),

n—oo n n—oo
i po prvi puta se u matematici srediSnja uloga
daje upravo broju e i funkciji €*.

Dugujemo mu vecinu danasnjih mate-
matic¢kih simbola i oznaka (i, 7, f(x)), a
kumovao je i broju e. Oznaku e za broj
2.71828 ... Euler koristi ve¢ 1727. (tada
mu je bilo samo 20 godina), a definira ga
kao broj ¢iji je hiperbolni logaritam jednak

v
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1. Prvi puta oznaka je objavljena 1736. go-
dine u njegovoj knjizi “Mechanica”. Zasto
bas$ e? Zato jer je to prvo slovo rijeci “ekspo-
nencijalna” ili prvo slovo njegova imena? Ili
je jednostavno prvo za matematicke oznake
neiskoristeno slovo abecede? Euler je izveo
i formule za razvoj eksponencijalne funkcije
u red:
S R
21 31
koji vrlo brzo konvergira i koristi se za ra-
¢unanje vrijednosti funkcije e* i, konkretno,
broja e:
1 1 1
€:1+1—!+2—!+§+....

Euler se bavi i1 veriZznim razlomcima, i
otkriva i ovu zanimljivu formulu:
1

1
2
3

e=2+
1+

2+
3+

4
4+

S+...
Koliki je virtuoz s formulama, pokazuju i
sljededi njegovi izrazi:

e¥ =cosx+isinx, e ¥ =cosx—isinux,

iz kojih se dobiju poznate Eulerove formule
za trigonometrijske funkcije. Osim toga, na-
piSemo li prvi izraz za x = 7, dolazimo do
njegove najpoznatije formule

€"+1=0
koja povezuje 5 najvaznijih matematickih
konstanti: aritmeticke O i 1, algebarsku i,
geometrijsku 7 i konstantu iz analize e.

Ma, kakav je to broj?

Povijest broja e nije tako duga niti burna
i oko njega ljudi nisu gubili glavu racuna-
judi Sto veci broj njegovih decimala. Da je
broj e iracionalan dokazao je Euler 1737., a
njegovu transcendentnost dokazuje Hermite
1873. godine (na vise od 300 stranica!), a za-
nimljivo je da je tek nakon toga Lindemann
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pomocu Eulerove formule ¢ + 1 = 0 doka-
zao transcendentnost broja 7.

A jeste li znali da broj e i eksponenci-
jalna funkcija e* opisuju bezbroj prirodnih
pojava?

Raspad radioaktivnih tvari, odnosno ko-
li¢ina zracenja u svakom trenutku ¢ propor-

. . . . m .y
cionalna je masi tvari: o —am. RjeSe-

nje ove diferencijalne jednadzbe jednako je
m = moe~ ™, my je poetna masa. Sada nam
je jasno zasto nuklearni otpad moze biti opa-
san: masa s vremenom teZi k nuli, ali nikad
ne postaje 0! Brzina raspada tvari ovisit ¢e o
broju a. Obi¢no se mjeri vrijeme poluZivota
— vrijeme potrebno da se masa radioaktivne
tvari smanji na polovicu. Na primjer, obi¢ni
izotop uranija U?* ima poluzivot 5 bilijuna
godina, radij R??° 1600 godina, dok je Ra??°
toliko nestabilan da mu vrijeme poluzZivota
iznosi samo 23 milisekunde.

Sigurno ste koji puta Zeljeli ohladiti Caj
uronivsi ga u vodu. A jeste li znali kako
je poznati Newtonov zakon hladenja ekspo-
nencijalna funkcija? I zbog nje, tempera-
tura vaSeg Caja nikad neée postati jednaka
temperaturi vode. Stavimo li tijelo tem-
perature Ty u okolinu temperature 77, ono
se s vremenom hladi proporcionalno razli-

. dr e
ci T —Ti: i —a(T — Ty). RjeSenje

T =T, + (To — T )e ™ nam pokazuje kako
se T s vremenom priblizava Ty, ali nikad ju
ne postize.

Kad zvuk putuje kroz zrak, njegova ja-
¢ina [ slabi kako udaljenost x od izvora raste.
Taj zakon je rjesenje diferencijalne jednadz-
= —al i glasi: I = Ipe%*. Rast

be —
dx
populacije s viemenom takoder je eksponen-

cijalna funkcija.

Zbog eksponencijalne funkcije padob-
ranci smiju iskakati iz aviona bez straha da
¢e nastradati ako odmah ne otvore padobrane
— njihova brzina u trenutku pada:
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Vo 1

8 - _
v="=2(1—e ) 4 vpe ¥,
a
nikada ne prelazi grani¢nu vrijednost i zato
moZemo reci da ne ovisi o pocetnoj brzini
padobranca pri iskakanju iz aviona.

Od brojeva ¢ najljepsi je. ..
2 7 1 8 2...

I na kraju, kako memorirati §to vise de-
cimalnih znamenki broja e¢? Ako vam nije
dovoljan ovaj, pomalo nezgrapan podnaslov,
mozda ¢e pomoci recenica: “To express e
remember to memorize a sentence to Sim-
plify this”. No, postujuéi tradiciju, ni mi
neéemo dizati buru oko broja e. Umjesto
toga, evo jedne web adrese na kojoj moZete
pronaci nesto o e: http://web.missouri.edu/
c639692/exp/. Tu moZete, izmedu ostalog,
pro¢itati top listu od In(e'?) razloga zasto je
e bolji od . Evo nekih:

e ¢ je lakSe napisati od 7;
e ne treba poznavati grcki da bi koristili e.
o T~ 3.14,ae~2.718281828459045;

e znak za e moZete pronaci na tastaturi, a
za 7 ne;

e In(7!) je stvarno gadan broj, aliIn(e!) =

1;
e ¢ se koristi u analizi, a 7 u djecjoj ge-
ometriji.

A sve o broju e, i jo§ puno puno vise,
mozete procitati u knjizi Eli Maor: “e: The
Story of a Number”.
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Broj e na sto decimala:

e = 2.71828 18284 59045 23536
0287471352 66249 77572
47093 69995 95749 66967
6277240766 30353 54759
45713 8217852516 64274 . ..

Nastavak sa str 161.

Za kraj, evo jednog malog paradoksa

takoder vezanog uz broj 7.
Tvrdnja: w = 2.

Nad duZinom AB, |AB| = 2, opi§imo
polukruznicu. DuZzina luka ove polukruZznice,
oznacena s D, jednaka je 7 (vidi sliku 5).
Sad éemo — kako je prikazano na slici —
konstruirati polukruznice nad duZinama AO i
OB, |AO| = |OB| = 1. Njihova je duljina D,
takoder jednaka 7. Podijelimo zatim duZinu
AB na Cetiri dijela. OpiSemo li nad tim dijelo-
vima polukruZnice, njihova ukupna duljina je
opet D3 = 7. Tu ¢emo konstrukciju analogno
primijeniti i na Dy, Ds itd. Granicna krivulja
svih tih krivulja je duZina AB, tj. promjer od
Dy, ¢ija je duljina 2. 1z toga slijedi & = 2.

Dy
r=1
A s B
D,
A 0 B
Ds
A b B
Dy
A A B
Ds
A B

0
SL. 5.

“Kako je to moguce?”

ljudi s neiskusnim okom, dok ¢e matemati-
¢ari zadovoljno trljati ruke jer su smislili jo§
jedan problem na kojeg ostatak svijeta nema

odgovor.

zapitat ée se
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