Spektakularna
formula

Funkcije definirane formulama shx =
X —X X —X
e —e 7. e +te
—— ichx =
bolickim sinusom, odnosno hiperbolickim
kosinusom.

zovemo hiper-

Na donjim su slikama prikazani grafovi
ovih dviju funkcija.
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Funkcija f (x) = shx rastuca je funkci-
ja, ona je neparna i ima nultocku x = 0. Za
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x > 0 funkcija prima pozitivne, a za x < 0
negativne vrijednosti.

Funkcija f (x) = chx je parna funkci-
ja, najmanju vrijednost f (x) = 1 postize za
x = 0. Za sve x € R funkcija f (x) = chx
prima pozitivne vrijednosti.

Primijetimo kako su za dovoljno veli-
ke x vrijednosti obiju ovih funkcija priblizno

1
jednake vrijednostima funkcije f (x) = Ee".

Jednostavno je provjeriti da vrijedi jed-
nakost:
ch’x —sh?x =1,

a ona je ujedno odgovor na pitanje odakle
imena ovim funkcijama. Naime, jednadZba
sin” x+cos” x = 1 je jednadZba trigonometri-
jske kruznice, pa se nerijetko trigonomtrijske
funcije zovu ciklometrijskim.

Mogli bismo onda reci da je jednadZba
ch?x — sh? x = 1 jednad?ba trigonometrijske
hiperbole.
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Hiperbolicke funkcije imaju niz svojsta-
va koja su analogna svojstvima trigonome-
trijskih funkcija, pa tako primjerice vrijede
sljededi identiteti:

sh(x 4+ y) = shxchy + chxshy;
ch(x +y) = chxchy + shxshy;
ch2x = sh® x - ch?y.

Hiperbolicke funkcije imaju primjene u
tehnici, a napomenimo kako jednadzba poz-
nate krivulje lancanice, o kojoj je bilo rijeci
u 6. broju MS.a glasi

(e +e)
= — | @a e a .
)

Napomenimo kako se uz funkcije shx i
chx definiraju i funkcije thx i cthx :

shx e —e™*

thy = —=——;
RS + e
chx "+

cthy = — = ——.
shx e —e™*

Evo grafova i ovih dviju funkcija:

y=thx

y=cthx
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Eksponencijalna funkcija kompleksne
varijable f (z) = € definirana je na sljede-
¢i nacin:

z 27 z" Ry
ﬂ+a+§+...+a+... = —.

k!
k=0

=1+

Ako je z = ix, onda je

. X X
+1 x—i-i-g—...
x2n—1
| [
+=1) (2n—1)!+ >

U zagradama su raspisi u redove funkci-
jacosxisinx, paje odatle

" = cosx + isinx,

i to je vrlo ¢uvena Eulerova formula.

Iz te formule slijedi e ™ = cos x—i sin x,
a onda se jednostavno dobije
er L i ) e — pix
COSX = ———; sinxy = ————
27 2i

Preko ove dvije jednakosti sada se defi-
niraju kompleksne trigonometrijske funk-
cije:

eiz + e—iz - eiz o e—iz
cosz = R sinx = 5

Uvrstimo li z = ix, proisteci ¢e veza tri-

gonometrijskih i hiperboli¢kih funkcija:

shx = — sinix.
i

Vratimo se na trenutak Eulerovoj formu-

chx = cos ix;

li.

Ona vrijedi za sve kompleksne brojeve,
pa onda dakako i za sve realne. Uvrstimo li
u nju x = 7, dobit emo ¢ = —1, odnosno

e+ 1=0.

Formula je spektakularna, u njoj je pove-
zano pet najpoznatijih brojeva koji se javljaju
u matematici: 0, 1, e, 71 i.
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