Neki skupovi
tocaka u ravnini

i njihove jednadzbe

Petar Vranjkovié, Zadar

Francuski matematicari filozof René Des-

cartes (1596. — 1650.) 1637. godine objavio
je svoje epohalno djelo o analiti¢koj geomet-
riji (naziv je djela “Rasprava o metodi”). Sto
je tu, zapravo, Descartes uradio? Misterioz-
nu Euklidovu “tocku” potisnuo je s matema-
tickog neba uredenim parom realnih brojeva.
Dakle, jednostavno receno, on je geometriju
“prebacio” u algebru. Na taj nacin geome-
trija se prou¢ava novom metodom, tzv. me-
todom koordinata, odnosno metodom koor-
dinatnog sustava. Descartes je koordinatnim
sustavom povezao geometriju i algebru (tako
smo dobili analiticku geometriju!). Tocnije
re¢eno, tom se metodom geometrijski prob-
lem svodi na algebarski, a zatim se njegovo
algebarsko rjesenje interpretira geometrijski.

No, to je bio samo pocetak onoga §to je
slijedilo iz njegove genijalne inspiracije. Sto
je Descartes time omogucio, nije mozda ni
sam bio svjestan!

Pojam skupa tocaka suvremeni je naziv
kojemu prethodi pojam geometrijskog mjes-
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ta tocaka. Inace, ovaj pojam se pojavljuje u
Platonovoj Akademiji, i tu se razvija metoda
geometrijskog mjesta tocaka.

SrediSnje mjesto Citave analiticke ge-
ometrije predstavlja veza izmedu skupa to-
¢aka i njemu pridruZene jednadZbe.

Mi ¢emo se ograni€iti na ravninu, i na
¢injenicu kako se skup tocaka, koji se naj-
¢eSce izrice verbalno pomocu geometrijskih
uvjeta, prevodi u jednadzbu. Ovo je, inace,
tipi¢na situacija kada geometrijski problem
svodimo na algebarski jezik.

Istaknimo odmah da u analitickoj ge-
ometriji ravnine imamo samo 2 osnovna pro-
blema:

1) Ako je zadanajednadzba, onda treba na-
crtati njen graf, tj. predociti je geometri-
jski kao skup toc¢aka u ravnini.

2) Ako je zadan skup toc¢aka u ravnini, de-
finiran nekim geometrijskim uvjetima,

onda treba odrediti jednadZzbu toga sku-
pa tocaka.
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Jedan od nacina rjeSavanja zadataka ve-
zanih za drugi problem je sljedeéi. Vazno je
naslutiti kakav je “lik” traZeni skup toc¢aka
u ravnini. To se postiZze tako da se najprije
konstruira §to veci broj tocaka traZenog sku-
pa to€aka, pa ih zatim spojimo. CrteZ valja
uraditi §to je mogucde preciznije, jer nas inace
moZe odvesti na krivi put. Zatim se nastoji
utvrditi neko svojstvo trazenog skupa tocaka,
koristeci zadane podatke. I na kraju se izvo-
di dokaz, odnosno, postavlja se jednadzba
trazenog skupa tocaka.

PokaZimo to na primjerima.

Primjer 1. Odredimo skup svih tocaka
u ravnini koje su jednako udaljene od dvaju
usporednih pravaca.

RjeSenje. ~ Ako nacrtamo usporedne
pravce p; 1 p», onda lako zakljucujemo da
sve tocke, koje su jednako udaljene od p;
i p2, leze na jednom pravcu koji je s njima
usporedan.

Evo i analitickog izvoda.

y

\
\
.

o

Neka su zadani usporedni pravci
p1---Aix+By+C; =0
P2 Aix+Biy+Co =0, C # Cy,

a T(x,y) neka je to¢ka na jednakoj udalje-
nosti od njih.
Tada mora vrijediti

|TP1| - ‘Tp2|7
.
|A1x+B1y+C1| . \A1x+B1y+C2|

\/AT + B3 \/AT + B3
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Oslobodivsi se razlomaka, a zatim modula, u
jednom slucaju dobivamo

0-x+0-y:C2—C1,
a to je prazan skup, jer je C; # C».
U drugom slu¢aju imamo
2A1x +2B1y+C 4+ C, =0,
tj.
Ci+ G
2
a to je jednadZba pravca koji je usporedan
sa zadanim pravcima p; i po. Taj je pravac,

zapravo, os simetrije skupa koji je odreden
usporednim pravcima p; i ps.

Ax + By + =0,

Primjer 2. Zadani su vrhovi trokuta A
i B, avrh C se “giba” po pravcu p. Odredimo
skup tocaka u ravnini koji ¢ine teZiSta svih
tako dobivenih trokuta ABC.

Rjesenje. Nacrtamo li tocke A i B i pra-
vac p koji ne prolazi kroz A i B, a zatim
uzmemo nekoliko to¢aka C € p, tada éemo
uociti da teziSta dobivenih trokuta ABC leze
na jednom pravcu, usporednim s pravcem p.

AT

) //
< AN =
T ==
N
RN
A 0 B x

y

Evo i1 dokaza.

Odaberimo tocke A(—c, 0),B(c,0), C(x3,y3)

i pravac p...y = ax + b. Neka je T(x,y)
teziSte trokuta ABC. Prema formulama za
koordinate teziSta trokuta

_ Xa+xp+xc _ya+Yyp+Yyc
Xt = ——F> » YVr=—F>®
3 3
imamo:
—c+c+x3 0+0+4y;
S T S T
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1 1
. x = §X3, y = §y3. Ali, kako C € p, to

. . 1

je C(x3,ax3 +b), pajey = g(a)@ +0b) =
b b

B +z=ax+ 3 aovo je doista jednadzba

3 3
pravca. Taj je pravac usporedan sa zadanim

pravcem p.

Primjer 3. Ako su A i B dvije tocke
ravnine, onda je skup svih tocaka ravnine za
koje vrijedi |AT|*> — |BT|*> = k%, k € R, pra-
vac okomit na AB. Dokazimo.

Dokaz. Neka su A, B dvije tocke ravni-
ne, |AB| = d, i neka je k € R. Pokazimo
da je skup to¢aka 7" u ravnini za koje vrijedi
|AT|> — |BT|*> = k? pravac.

Nekaje T; € AB tako da vrijedi |AT;|>—
|BT,|* = k*. Ali, |AT,| + |BT,| = |AB| = d,
paje |T\B| = d — |ATy|. 1z |AT\|> — (d —

2, 12
|AT|)? = k? izlazi |AT,| = d ;;k . To
znadi da na duZini AB postoji samo jedna
tocka T koja zadovoljava (1).

Neka je dalje T neka tocka na okomici
na pravac AB koja ide tockom T7.

T S

o
|1

Pokazimo da za tocku T vrijedi (1).
AT2— |TB? = AT\ + |1\ TP — (T 712 +
|T\B*) = |AT,|> — |T1B|> = k*. To zna-
¢i da svaka tocka pravca TT; zadovoljava
(1). Jos$ nam je ostalo pokazati da nema
drugih tocaka u ravnini koje bi zadovolji-
le uvjet (1). Neka § ¢ T,T tako da je
|AS|> — |SB]*> = k? i pokazimo da to nije
moguce. Neka je dalje tocka S1 noZziSte oko-
mice iz tocke S na pravac AB. Onda vrijedi
|AS|? — |SB|? = |AS1]> +|S1S]> — (IS18)* +
IS1B|?) = |AS1|* —|S1B|* # k*, ato zna&ida
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tocka S ne zadovoljava (1). Prema tome, toc¢-
ke pravca TT; jedine su koje zadovoljavaju
uvjet (1).

Primjer 4. Zadana je kruZznica k sa svo-
jom tangentom ¢. Nadimo skup tocaka sas-
tavljen od sredi$ta kruznica koje dodiruju za-
danu kruZnicu £ i tangentu 7.

Rjesenje.

Najprije moZzemo zakljuciti da je pra-
vac AS os simetrije kruZnice i njene tangente.
Uocimo dalje da svaka kruZnica koja prolazi
tockom A, a sredi$te joj je na pravcu AS zado-
voljava zadani uvjet. Prema tome je pravac
AS traZeni skup tocaka.

Da li je to jedini skup to¢aka koji zado-
voljava uvjet?

Postoji kruznica k| koja dira kruZnicu k
i tangentu 7. Neka je T srediSte te kruZnice.
Ako spojimo S'i T onda vrijedi |TB| = |TC|.
Tockom D povucimo usporedno s tangentom
t pravac d tako da je |[AD| = |AS|. Onda
vrijedi:
|TS| = |TB| + |BS| = |TC| + |AS]

= |TC|+ |AD| = |TC| + |CE| = |TE|.
Svakoj kruznici k;, i = 1, 2,..., koja zado-
voljava zadani uvjet, s jedne strane osi sime-
trije pridruZena je odgovarajuca kruznica &/,
i=1,2,...sdruge strane te osi. Kako za sre-
diSte svake takve kruZnice vrijedi da je ono
jednako udaljeno od ¢vrste tocke S i pravca
d, nije tesko zakljuciti da su sva ta srediSta na
paraboli kojoj je Zariste u tocki A, a ravnalica
je pravac d.
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Evo sada i izvoda.

Neka je koordinatni sustav kao na slici i
neka je [SA| = r, [TB| = R, T(x,y). Onda iz
pravokutnog trokuta PST imamo:

(r+R*=x"+(y—r)?
2ry +y* =x> +y> —2ry
X2 = 4ry.
Ovo je jednadZzba parabole kojoj je 2p = 4r,
odnosno p = 2r, pa je zariste S(r,0), a jed-
nadzba ravnalice glasiy = —r.

Primjer 5. Zadane su dvije tocke A i
B tako da je |AB| = 2a, a € R*. Odredi-
mo jednadzbu skupa toc¢aka 7" za koji vrijedi
|TA| = k|TB|, k € R™.

Rjesenje. Neka je A(—a,0), B(a,0) i
T(x,y). Onda vrijedi

\/(x—l—a)z—l—y2 :k\/(x—a)z—l—yz.
Nakon kvadriranja i sredivanja dobijemo:
(1=K +2a(1 + K)x+y* (1 — &%)
= a*(k* —1).
1) Ako je k = 1, onda imamo 4ax = 0,
odnosno x = 0, a to je jednadzba y-osi. Za
zadanu duZinu AB to je simetrala te duZine.

2) Akoje k # 1, ondadobivenu jednadz-
bu moZemo pisati:

( N 1+ & )2 ,  4d’k?
X+ ——a = —.
1— k2 (1 —k?)?
To je jednadzba kruznice kojoj je
1+ &% 2ak
S (— ma, 0) s r = 1——](2 .

Primjer 6. Odredimo skup tocaka rav-
nine sastavljen od sredista kruznica kojima
odsjecak na x osi iznosi 2a, a odsjecak na y
osi iznosi 2b.

Rjesenje. Neka je S(x,y) bilo koja to¢-

ka traZenog skupa tocaka. Iz trokuta ACS,

odnosno BDS imamo:
a2+ y2 -2

b+ x* =17,
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a odavde dobijemo

xz—yzzaz—bz. (D)
y
D N
b r
f
O| A4 a C x

1) Ako je a # b, onda (1) predstavlja
hiperbolu.

2) Ako je a = b, onda iz (1) izlazi
(x—y)(x+y)=0,tj. x—y=0ilix+y =0,
a to je unija dvaju pravaca.

Poznavanje veze izmedu nezavisne i za-
visne varijable x i y omogucéava nam lakse
razumjeti da se svaka od varijabli x i y mo-
7e definirati i kao funkcija neke nove trece
varijable ¢, koju obi¢no nazivamo paramet-
rom. U tom ¢emo slucaju imati dvije pa-
rametarske jednadzbe x = f(¢), y = g(1),
gdje su f(7) i g(¢) neprekinute funkcije na
nekom intervalu /. Preciznije re¢eno, para-
metarsku jednadZbu krivulje Y u ravnini de-
finiramo kao funkciju sa R u R?, odnosno
funkciju r — (f (), g(¢)), s nekog intervala /
na krivulju Y. Parametar ¢ je moguce elimi-
rati kada bar jedna od funkcija f (¢), g(¢) ima
inverznu funkciju. Ako, dakle, mozemo eli-
minirati parametar ¢ iz istih jednadzbi, dobit
¢emo jednu ekvivalentnu jednadZbu izrazenu
u pravokutnim koordinatama.

Ali, zasto parametarske jednadzbe?!

Uvodenje parametarskih jednadzbi mo-
Ze imati viSe prednosti, npr. kod crtanja kri-
vulja u racunalnim programima. No, glav-
ni razlog koriStenja parametarskih jednadzbi
lezi u Cinjenici da su za neke skupove toca-
ka parametarske jednadzbe jednostavnije od
onih u pravokutnim koordinatama.
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Primjer 7. Krug polumjera r se kotrlja
(bez klizanja) po pravcu p. Odredimo skup
tocaka u ravnini koji opisuje jedna tocka na
obodu kruga.

RjeSenje. Neka se x os podudara s prav-
cem p, a pocetni polozaj tocke T'(x,y) s isho-
diStem O.

Uzmimo za parametar SABT = t. lz-
ra¢unajmo duljinu luka AAT. Prema uvjetu iz
zadatka imamo |OA| = |AAT| = r-t. Sada je

x = |0C| = |OA| — |CA]

=rt — rsin(r — t) = r(t — sinz),
y = [CT| = [AB| + DT|
=r+rcos(m —1t) = r(1 —cost).
Tako smo dobili parametarske jednadzbe tra-
Zenog skupa tocaka
x =r(t—sint)
y =r(1 —cost).

Ovaj skup to¢aka naziva se cikloida.

Primjer 8. Nadimo jednadzbu skupa
tocaka T koji je definiran ovako: Kroz isho-
diste prolazi pravac koji kruznicu x> + y* —
ay = 0 sijece u tocki A, a pravacy = a u
tocki B. Tocka T je presjek paralele s osi x
koja ide to¢kom A i paralele s osi y koja ide
tockom B.

Rjesenje. Ako rijeSimo sustav

y=kx
y=a,
dobijemo apscisu tocke B, koja glasi
a
= —. 1
x=z (1)
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RjeSenjem, pak, sustava
X+ y2 —ay=0
y = kx,
dobit éemo ordinatu tocke A, koja glasi
ak®
= —. 2
1+ &? 2)

No, ako bolje pogledamo, jasno jeda (1) i(2)
predstavljaju vrijednosti koordinata tocke 7.
Zapravo, (1) i (2) su parametarske jednadzbe
traZenoga skupa tocaka.

Yy

y

Eliminirajmo parametar k!
Iz (1) izlazi k = g, pa ga uvrstimo u
X

(2). Nakon sredivanja dobijemo

a3

X2 +ar
Ova se krivulja naziva krivulja M. Agnesi.
Kako parametar moZemo izabrati na vi-
Se nacina, moze se ocekivati da ¢emo ima-
ti viSe raznih parametarskih jednadzbi koje
predstavljaju zadani skup tocaka. Medutim,
u nekim slucajevima skup parametarskih jed-
nadzbi predstavljat e samo jedan podskup
skupa tocaka, i svakako ce trebati vise tak-
vih skupova parametarskih jednadzbi da se
zadani skup tocaka potpuno predstavi. Tako
npr. jednadzbe x = 2sin’¢, y = cost pred-
stavljaju samo dio parabole (jer je x € [0, 2],
ay € [—1,1]) ¢ija jednadZzba u pravokutnim

Yy

koordinatama glasi y> = ) + 1.

Valja, dakako, ista¢i da su predstave o
familijama i parametrima skupa toc¢aka poj-
movi koji su zapravo poopéenja, i znacajni su
iz viSe razloga. Oni mogu povecati uc¢enikov
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interes za sam predmet, produbiti njegovo
razumijevanje i pro$iriti njegov matematicki
vidokrug, a odigrat e, dakako, i znacajnu
ulogu kasnije. Zato ti pojmovi moraju bi-
ti solidno i kvalitetno postavljeni i utvrdeni,
pogotovo onda kada je to uCenicima prvi su-
sret s tim problemima. Da bi se uspjesno ob-
jasnio pristup ovim pojmovimai problemima
u svezi s njima, pozornost valja usmjeriti na
skiciranje problema, cilja i plana izvodenja
prije samog prijelaza na detalje. Time bi bio
definiran smjer izvodenja kao i njegovo op-
ravdanje, a moZda bi i sam put u¢enicima bio
jasniji.

Primjer 9. Skup svih sjeciSta parova
okomitih tangenata povucenih na parabolu
y? = 2px odreduju pravac. DokaZimo.

Dokaz.
» IR
5/
0 F x
t]

Neka je T(x,y) toka u kojoj se sijeku
okomite tangente ; i #, parabole y*> = 2px.
Onda su jednadZbe tih tangenata

y=kix+1, (D)
1
y k1x+ 2 (2

Nadimo sjeciste tih tangenata. 1z (1) i (2)
1zlazi

kil — kily

= —— 3

K+ 1 )
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Tangente (1) i (2) zadovoljavaju uvjet dodi-
ra, pa imamo

2kily =p
2(—1)1 -
kl 2 =P,
a odatle dobivamo
faly = £, 4
L = —l k (5)
2 = 2P 1-
1z (3), prema (4) i (5) imamo
p
== 6
X 7 (6)

i za zadanu parabolu to je fiksan broj, a ordi-
nata y ¢e se mijenjati jer ovisi o ki /. Prema
tome (6) je doista pravac i to ravnalica para-
bole.

* * x

U analiti¢koj geometriji moZe se pojaviti
viSe teSkoca, a osobito valja istac¢i onu koja se
odnosi na prevodenje zadanih geometrijskih
uvjeta u algebarske formule, i njihovu inter-
pretiranju. Poznato je, naime, da je jedan od
glavnih problema zakljuciti neSto o geome-
trijskim znacajkama promatranog skupa to-
¢akai to samo na temelju njegove jednadzbe.
Stoga je jasno od kolike je vaznosti nastavni-
kova sposobnost u dobrom izvodenju formu-
la, objasnjavanju njihova znacenja i njihovu
koriStenju.

A receno je da se metoda Analiticke ge-
ometrije stvarno shvaca onda i samo onda
kada se istinski spozna medusobna veza iz-
medu skupa tocaka i njegove jednadzbe.
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