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Izracunavanje udaljenosti je u praksi Cesta zadaca. S njom se susrecu geodeti, gradevinari,
fiziCari, pomorci, astronomi, astronauti i mnogi drugi. Unutar programa nastave analiticke geome-
trije izraCunavanje udaljenosti toc¢ke od pravca i udaljenosti tocke od ravnine spada medu osnovne
zadace. Na temelju njih se rieSavaju i na njih se svodi radunanje udaljenosti dvaju paralelnih
pravaca u ravnini i prostoru, udaljenost pravca od ravnine, udaljenost dvaju mimosmijernih pravaca

i slicno.

Sto je zajednitko tim dvjema zadaéama kada je
rije¢ o udaljenosti to¢ke od pravca, odnosno o
udaljenosti to¢ke od ravnine? U biti se trazi to¢-
ka P na pravcu/u ravnini koja je najbliza zadanoj
tocki. Drugim rije¢ima, trazi se minimum funkcije
d(T,P) . Nesto malo opéenitija zadacéa je odredi-
ti udaljenost dane to¢ke od krivulje u ravnini, od-
nosno od plohe u prostoru. Rjesenje te opcenitije
zadace sadrzaj je iduce leme. Ovdje pretpostav-
llamo da se radi o glatkim krivuljama i glatkim plo-
hama (krivulja/ploha je glatka ako u svakoj tocki
ima tangentu/tangencijalnu ravninu).

Lema: Ekstremna udaljenost dane tocke od krivu-
lie/plohe realizira se na normali krivulje/plohe koja
prolazi danom tockom.

Na osnovu gornje leme pitanje udaljenosti tocke
od pravca i ravnine rjeSava se spustanjem nor-

male (okomice) iz dane toc¢ke na pravac/ravninu,
odredivanjem njezinog nozista na pravcu/ravnini i
konacno izra¢unavanju udaljenosti nozista od da-
ne to¢ke. U opcenitijem slu€aju trazi se normala
krivulje/plohe koja prolazi danom to¢kom. Ekstre-
mna udaljenost je u tom slucaju udaljenost nozi-
Sta normale od dane to¢ke. Pritom je zanimljivo
da danom to¢kom moze prolaziti nekoliko norma-
la §to ovisi 0 polozaju tocke u odnosu na krivulju.
Tako, na primjer, to¢kom na osi parabole prolaze
tri normale, a nozista dviju daju minimum. Zamisli-
mo sada da ta parabola rotira oko svoje osi. Do-
bivamo rotacijski paraboloid. Nije tesko uociti da
¢e odabranom to¢kom na osi prolaziti beskonac-
no mnogo normala. Sli¢no je pitanje: koliko nor-
mala elipse prolazi danom to¢kom ovisno o njezi-
nom polozaju u odnosu na elipsu?
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No, vratimo se dokazu leme.
a) ravninski slucaj
Neka je dana tocka 7T'(a,b) i glatka krivulja

v = f(x). Na krivulji trazimo to¢ku P (x, f(x)).
tako da d(T, P) bude ekstrem.

Promatramo funkciju
D(x) = d*(x) = (x=a)* +(f(x)=b)".
Derivacija  D’(x)=2(x—a)+2(f(x)—b)f'(x)
se ponistava ako je x—a=—f"(x)(f(x)—b) tj
ako je ispunjen nuzan uvjet za ekstrem.
ZapiSemo li posljednju jednakost u obliku
1
fx)=b=-——(x—-a), f'(x)#0, (i)
£/(x)
zakljuéujemo da to¢ka 7T'(a,b) lezi na norma-
i krivulie ¥ = f(x) i da je u tom sludaju tocka
P(x, f(x)) noziste. Dakle, ako postoji ekstrem,
on se moze posti¢i u onoj tocki krivulje Cija nor-
mala prolazi danom to¢kom. To se u lemi i tvrdilo.

b) prostorni slucaj

Zadana je to¢ka T'(a,b,c) i ploha z= f(x,y).
Na plohi trazimo to¢ku P(x, v, f(x,y)), tako da
d(T, P) bude ekstrem.

U tu svrhu promatramo funkciju
2 2 2 2
D(x,y)=d" =(x=a)" +(y=b)" +(f(x, )~ )"

Njezine parcijalne derivacije su:

d 0
D) =P g )+ 2 ) - 0 L,
X X
15) J
Do) = P8 -y 27w -0 L
a4 1y
Nuzan uvjet za ekstrem zahtijeva da bude:
_9 _
{Dl(x’y)zo a-x= ()=o)
P =0y = T )-0)
a4
ili
a-x_b-y_c=fy) ¥, ¥,
TR A e
ox dy

Relacija (i) znacidato¢ka T'(a,b,c) lezinanormali
plohe == f(x,y) kojoj je tocka P(x,y, f(x,))
noziste. Ovime je lema u potpunosti dokazana.[]

Napomena: U sluCaju da nijedna normala ne
prolazi danom toc¢kom 7'(a,b)/ T(a,b,c) ili da
normala ne postoji, ekstrem je mogu¢ ali se tre-
ba traZiti na drugi nacin. No, kako smo na$e raz-
matranje ogranicili na slu¢ajeve glatkih krivulja i
ploha, ovdje se ne bavimo tim specijalnim slu¢a-
jevima.

Slijede tri varijante izvodenja formula za udalje-
nost tocke od pravca, odnosno ravnine. Za kori-
Stenje prve pretpostavlja se poznavanje derivacija
funkcija jedne i dviju varijabli te nuznog i dovolj-
nog uvjeta za ekstrem. Druga varijanta pociva na
dokazanoj lemi i zahtijeva znanje parametarske
jednadzbe pravca. U tre¢oj se pretpostavlja po-
znavanje skalarnog produkta i definicije projekci-
je vektora na os zadanu vektorom. Kao Cetvrta va-
rijanta moze se uzeti ¢lanak Antuna Ivankovi¢a u
broju 35 ¢asopisa MiS.

Varijanta 1
A: Udaljenost to¢ke od pravca

Trazimo udaljenost tocke 7Tj(xy,yy) od pravca

p=Ax+By+C=0. )
Odaberimo po volji to¢ku P(a,b) € p. To znadi
da vrijedi
Aa+Bb+C=0. )
Oduzmimo li (2) od (1) dobivamo
A(x—a)+B(y-b)=0. Q)

Jednadzbu (3) mozemo zapisati u parametar-
skom obliku
x-a_y-b =t,gdiesu m=-B, n=4 4)

m n
li

x=a+mt, y=b+nt. (5)

Svaka toCka pravca ima svoj parametar t. Jasno je
da se tocka P(a,b) dobije za parametar ¢t =0 .
Potrazimo sada toc¢ku pravca koja je najbliza toc-
ki Ty (x0,30) -
IzraGunajmokvadratudaljenostitoaka g (xq, Vo)
i P(a+mt,b+nt):

broj 42 / godina 9. / 2007.



D(t) = (xg — (a+mt))* +(vy — (b+nt))*.

Funkcija udaljenosti d(¢) =+/D(t) poprima ek-
strem u onim to¢kama u kojima ekstrem poprimi
funkcija D(¢) . Ta ¢injenica nam omogucuje jed-
nostavnije ra€unanje.

TO(‘x07y0)

Slika 1-A
U svrhu trazenja ekstrema funkcije D(¢) potrebne
su nam njezina prva i druga derivacija:
D'(t)= —Zm[xo —(a+ mt)] - Zn[yo -(b+ nt)] ,

D”(t)=2(m* +n*)>0.

Na osnovu teorema: u nulto¢kama prve derivacije
funkcija ima minimum ako je u tim tockama druga
derivacija pozitivna, zakljuCujemo da se u nasem
slu¢aju radi o minimumu.

Rijesimo li jednadzbu D’(#) = 0, dobivamo traze-

ni parametar to¢ke P(a+mt,b+nt):

= m(xg —a)+n(yy —b) (6)
m* +n®

Dobili smo i viSe od toga, tj. koordinate tocke u ko-
joj se postize ekstrem, tzv. stacionarne tocke. Uvr-
stimo li, naime, vrijednost parametra (6) u (5) do-
bivamo:

x=a+

m? (xg —a)+mn(yy —b)
m? +n’ NG))
mn(xy —a)+ "’ (v —b)

m® +n®

=b+

IzraCunajmo sada kvadrat udaljenosti tocaka
To(xp,v9) | P(a+mt,b+nt) uvazavajuci vri-
jednost parametra ¢ iz (6), odnosno koordinate
tocke iz (7):

2— —_— ] —
d”=|xy—a )

mz(xo —a)+mn(yy —b) ’
m*+n )

2
mn(xy —a)+ n” (yo =)
m® +n’ ’

J{yo—b—

ili nakon jednostavne transformacije,

2
A2 = [n(xo —a)—m(yy —b)}
m* +n*

MZ[n(xo —a)=m(y, _b)T

m® +n® ’
odnosno
2
2 2, 2| m(xg—a)—m(yy—b) [
d* =(m +n)I: L ———=0
m- +n

Konacno, traZzena udaljenost iznosi

Je |n(xxg —a)—m(yy ~b) _
Nm? +n?
Relacija (9) uz (1) i (4) poprima oblik poznate for-
mule za izraGunavanja udaljenosti tocke od prav-
ca:

©

VA% + B?

(10)

Primjer 1.

Odredimo udaljenost toc¢ke 7;(10,7) od pravca
p=3x+4y-12=0.

Rjesenje:

Slijedimo gornji postupak i odabiremo neku tocku
na pravcu, npr. P(-2,4.5).

Funkcija kojoj trazimo ekstrem je

D(t)= (12 +4¢)* +(2.5-3t)" =252 +81 +150.25
D’(t)=50t+81, D”(¢) =50

D'(t)=50t+81=0:>t=—ﬂ,

50
D”(—ﬂj =50>0.
50

Stacionarna toc¢ka je
1 112
X = —2—4.(_8_j—

50) 257
y=4.5+3.(—ﬂj=-2,
50)" 25

Konacno, udaljenost to¢aka 7;(10,7) i

P{Q,—iJ iznosi
25 25
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_Ba0+2)+47-45)] 46 _

9.2.
J16+9 5

Napomena: Istu vrijednost dobivamo racunajuci
udalienost tocaka 7;(10,7) i Pz(ﬁ 9) 00

257 25
formuli za udaljenost dviju tocaka, tj.

d(TO’Pt)=\/(xP_xTO)Z +(yP_yTO)2

_ /52 900 _ 9.2,
625

B: Udaljenost toc¢ke od ravnine

Neka su zadane tocka 7T (xo,yo,zo) i ravnina
n=Ax+By+Cz+D=0. Pretpostavimo, bez
smanjenja opcenitosti, da je C # 0. U tom sluc¢a-
ju jednadZbu ravnine moZemo zapisati u obliku

A B D
T=—x+—y+z+—=0.
c C C

Oznacimo li a=£, b=§, C=2,
C C C
mozemo pisati
n=ax+by+z+c=0 M

odnosno

Ty (X4 0520)

Slika 1-B
z=—(ax+by+c). 2
Odaberimo u ravnini toc¢ku

P(x,y,~(ax+by+c)) iodredimo udaljenost
d= d(x,y)= d(P,TO)

= \/(xo —x)z +(y0 —y)2 +(20 +(ax+by+c))2. (3)

Analogno dvodimenzionalnom slucaju, funkcija
d(x,y) poprima ekstrem kada ekstrem poprima

funkcija
D(x,y) =d?* (x,y). “4)

Da bismo odredili ekstrem funkcije D(x,y) po-
trebne su nam derivacije

D(x,y) , _9ID(x,) 9*D(x, )
d = y d = ) d = )
g 2Dy o _9°D(x,y)

12 9xdy »y Ao ayz .
Dobivamo redom:
d, = Z(x—xo +a(ax+by+z +c));
dz=2(y—y0+b(ax+by+zo+c)); 5)

dyy =2(1+a”); dip = 2ab; dy, =2(1+0%).
Kako su dj; =2(1+a2)>0 i

dy
dip

dip
dy

=4(1+a2+b2)>0,

funkcija D (x,y) poprima minimum, $to je u skla-
du s teoremom: u to¢kama u kojima se ponistavaju
derivacije d; i dy imamo minimum ako je dy; >0
i A=dy-dy —db >0.

Odredimo jos o kojoj se to¢ki ravnine 7t radi.

U to svrhu rijeSimo sustav jednadzbi:
di =0 x—xp+a(ax+by+zy+c)=0
o .
dy =0 y=yy+blax+by+zy+c)=0
Prepisimo ga u sredenom obliku:
()

{(1+a2)x+aby=xo—azo—ac

abx +(1+b%)y = vy —bzy —bc

Primijenimo li bilo koju metodu rjeSavanja sustava
jednadzbi, dolazimo do rjeSenja

y

ac—xy —b*x, +abyy +az
(X,y)= - 0 3 2 . .
1+a” +b

()

_bc—yy —azyo +abxy + bz,
1+a* +b* .
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Treéu koordinatu odredimo iz izrazaz = — (ax + by

+ ¢) uvrstavanjem vrijednosti dobivenih za x iy u

(7). Naime,

_d+ax —aZzO +b(yy —bzp) ®)
1+a® +b* .

S =

Lako je provjeriti da to¢ka F;(x,y,2) lezi u rav-

nini 7.

PreostajenamizraCunatiminimalnuvrijednostfunk-

cile D(x,y) = (xo =%)* +(v9 = ) + (29 ~2)’

Racunamo redom: )

[x L ac—% —bzxo +aby, +az, ]
0 1+a® +b*

(%9 —x)" =

2
_ a’ (axo +by,y + 2 +c) : 9

(1+az+bz)2

2
bc—yo—azyo +abx; +szJ

o= =| 3+
0 0 1+a2 +b?

: b? (axo +byy +3p + c)z ) (10)

(1+az+bz)2

2
c+ax —azzo +b(vy —bz)
1+a* +b*

(20 —2)t = [zo +

(axq +byy +20 + c)2

= . 11
2
(1+a2 +b2)
Na temelju relacija (9), (10) i (11) dobivamo
D(x,)= (%) = x)" + (39 = )" +(30 ~ =)
2
a (axg +byy +2( +¢)
1+a® +b? '
Kako je d = d(x,y)=+/D(x,y) , slijedi
_axg +byg + 29 + ¢ (12)

d

\/1+a2 +b%

Uvasimo i ‘ A b B D
vazimo lioznake @ =—, b6 =—, ¢ =—,
C C

relacija (12) poprima poznati oblik

\/A2 +B% +C?

Primjer 2.

Izra¢unajmo udaljenost to¢ke 7(1,1,1) od ravni-
ne t=x+y+z-1=0.

Rjesenje:
Trazimo ekstrem funkcije
D(x,y) = 2x* +Zacy+2y2 —-2x-2y+2.

Derivacije su redom:

d1=4x+2y—2
dy =2x+4y-2
d11:4, d12=2, d22:4.
4 2
Kakoje djy =4>0iA=| |=12>0,

funkcija D(x,y) poprima minimum.

|z sustava
d =0 4x+2y=2 (1 1)
A :(x’y)= DRI P
d, =0 2x+4y=2 33

§to zajedno s relacijom 2z =—(ax+by+c) daje

stacionarnu tocku P, (l,l,lj
333
Konacno je udaljenost
. |axy +byy + 20 +¢| Cfer+1-1 2

Ji+a® +0? G

Napomena: Ovdje je takoder

d=d(Ty,5)
AT -5
Varijanta 2

A: Udaljenost tocke od pravca

Trazimo udaljenost to¢ke Ty(xg,yg) od pravca
p=Ax+By+C=0. (1)

Tockom Ty(xg,¥,) Polozimo pravac okomito na
zadani pravac. Kako je 7 = Ai + Bj vektor nor-
male pravca p, jednadzba okomice je
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ili, u parametarskom obliku

y=w-Bt

o

TO(x[)’yO)

3y
S

Slika 2-A

Odredimo sjeciste p Mo ={S}, tj. odredimo pa-
rametar ¢ tako da to¢ka S(x,y) cije su koordina-
te (xo —At, yg — Bt) dane jednadZbama (2) leZi
na pravcu p. Bit ¢e

A(xq — At)+ B(yy — Bt)+C = 0.
Odavde slijedi da je
Axy+Byy+C 3)
1= ﬁ
A°+B

Uvrstimo i ¢ iz (3) u (2), dobivamo koordinate
tocke S(x,y):

Axy + By +
xsz_A.on—onC,
A +B “4)
Axy+Byy+C
yzyO_B' 02 yOZ :
A“+B

TraZena udaljenost je udaljenost tocaka T} (x,, ¥,)
i S(x,v) kojaiznosi

(Axq + By, +CY

d = () - %)% + (30 - v)* =\/ ey

odnosno,

Je | Axy + By +C|' 5)

VA* + B?

Primjer 1.

Odredimo udaljenost tocke 7;(10,7) od pravca
p=3x+4y-12=0.
Rjesenje:
Koordinate tocke S raéunamo pomocu relacija (3)
o 112 9
S(x,y)=(xqg— At, yg—Bt)=| —,—— |.
(20, ¥) = (g Yo ) (25 25)
Udaljenost prema (5) iznosi:
. | Axq + Byy +C| _46

NA? + B? 5

B: Udaljenost tocke od ravnine

=9.2.

Neka su zadane to¢ka Ty (g, ¥g,2) iravnina
n=Ax+By+Cz+D=0. (1)

Tockom %(xo,yo,zo) polozimo pravac okomit
na ravninu .

Kako je 7 = AZ+B]'+CI§ vektor normale ravni-

ne, jednadzba okomice je

XX _ Y~ _2"%0
-4 -B -C

ili u parametarskom obliku

0= ,

x=xy—At, y=yy—Bt, 2=27—-Ct. (2)

To(xosyo’zo)

Slika 2-B

Kao i u dvodimenzionalnom slucaju, odredimo
sjieciste pMmo={S} tj. odredimo parametar ¢ ta-
ko da toc¢ka S(x,y,2) cije su koordinate dane
jednadzbama (2) lezi u ravnini . Bit ¢e

A(xg — At)+ B(yy — Bt)+C(zy —Ct)+ D = 0.
Iz posljednje relacije slijedi da je
Axy+Byy +Czy + D A3)
L= 2, p2, 2
A +B +C
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Uvrstimo li ¢ iz (3) u (2) dobivamo koordinate toc¢-
ke S(x,v,2):

x¥=%=d A* + B> +C*?
Axy+Byy+Czy+D
y=ap - BT ()
A% + B* +C?
Axy+ Byy+Czy+D
2=2)—-C Ozyoz 02 .
A" +B”+C

Trazena udaljenost je udaljenost toCaka T, (x,, ¥,
z,) 1 S(x, ,2) .

d = \J(xg = %)% + (3 — y) + (20 —2)*
B \/ (Axy + Byy +Cz) + D)
A2 +B%+ C2

b

odnosno

\/Al2 +B% +C? ©

Primjer 2.

IzraGunajmo udaljenost to¢ke 7;(1,1,1) od ravni-
ne n=x+y+z-1=0.

Rjesenje:
Koordinate tocke S izraunamo prema (3) i (4):
111
S(X,%Z) = (_1_7_)-
Udaljenost, prema (5), iznosi

d_|Ax0+ByO+CzO+D|_|1+1+1—1|_ 2

JA?+ B+ C? NEINEE

Varijanta 3

A: Udaljenost to¢ke od pravca

Trazimo udaljenost tocke T (xg, vy) od pravca
p=Ax+By+C=0. (1)

Na pravcu odaberimo to¢ku P(a,b) . Radijvektor
tocke Ty(xg,¥y) u odnosu na P(a,b) kao isho-

diste je
#r =PIy =(xg—a)i +(yp—b)j.  (2)

Zelimo projicirati FTO na normalu 7= Ai + Bj
pravca p.

U tu svrhu nam treba jedini¢ni vektor normale
i Ai+B
Ny =12 = 0>
il 4% + B2

te pojam skalarne projekcije vektora na os (zada-
nu vektorom).

3|

TO(x()’yO)

Slika 3-A

Skalarna projekcija vektora @ =aji +a,j na os
zadanu vektorom § = ;7 +5, racuna se po for-
muli

N <+ - S;+S ;
d=a-5)=(ay +a2])-—1 > 2;
Sl +SZ
RSO REAY)
st + s

U nadem slu¢aju vektor 77, glumi @ , a vektor 7,
jes:
A —a)+ By - b)
d=|5|=|VTO .n0|:

VA% + B

’

il
e | Axq + Byy +C|

\/AIZ+B2

gdie je C= —(Aa+ Bb) Sto u sebi skri-
va ¢injenicu da je tocka P(a,b) na pravcu
p=Ax+By+C=0,t.daje Aa+Bb+C =0.

*)
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Napomena: Kakoje d>0ilid=0ilid <0 (ovi-
sno o kutu vektora rT i 7 ), za udaljenost uzima-
mo |3|.

Primjer 1.

Odredimo udaljenost to¢ke 7;(10,7) od pravca
p=3x+4y-12=0.

Rjesenje:

Odaberimo na pravcu proizvolinu to¢ku, npr.
P(-2,4.5) . Prema opisanom postupku imamo
redom:

Wi _ Ai+B] _3i+4)

Al 42+ B 5

’

7 =(xog —a)i +(yy —b)j =121 +2.57,

d =3 = (127 +2.57)- =— =92

5

3 +4;5 46
5

B: Udaljenost toc¢ke od ravnine
Neka su zadane to¢ka 7y (xg, vy, %) iravnina
n=Ax+By+Cz+D=0. Q)
U ravnini odaberimo to¢ku P(a,b,c) Sto zna-
¢i da je Aa+ Ba+Ca+ D =0. Radijvektor to¢-
ke Tp (x0,¥0,20) u odnosu na P(a,b,c) kao is-
hodiste je
7y, =(xg—a)i +(3 —b)j + (20 —C)k. (2
Projiciramo ;'16 na normalu 7= A17+B}+CE
ravnine .
U ovom slu¢aju je jedini¢ni vektor normale
i Ai+Bj+Ck
nO —_— =

il a2+ B2+

Tl To(xo:yo’zo)

Slika 3-B

Skalarna projekcija vektora @ =ai +a,j +azk
na os zadanu vektorom § = ;7 + 58,7 +$3k radu-
na se po formuli

it +8,7 +s3k

st +55

S=a-5)=(ay +ayj +azk)-

©)

_ a8 +a2$2 +a3s3

st 5 +55

I u ovom slu¢aju vektor 77, glumi a , a vektor 7,
je s, paimamo daje

| A(xg — a)+ B(vy —b)+C(z c)|

d =8| =
VA + B?
odnosno
d=|Ax0+ByO+CzO+D| @
VA* + B?
gdie je D=—(ad+bB+cC), $to ukazu-

je na ¢&injenicu da to¢ka P(a,b,c) lezi u rav-
nini m=Ax+By+Cz+D=0, . da je
Aa+Bb+Cc+ D =0.

Primjer 2.

Odredimo udaljenost to¢ke 7(1,1,1) od ravnine
n=x+y+z—-1=0.

Rjesenje:

Izaberemo li P(0.8, 0.1, 0.1), bit ¢e

Az+B]+Ck 1+]+k
VA? + B +C? 3

7y = (%o —a)i +(3 )] +(0 )k
=0.2{ +0.97 +0.9%,

n
|7

d =8| =7, - 7|

=1(0.27 +0.95 +0.9%) - thi_2
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broj 42 / godina 9. / 2007.



