matematika i racunalo

GeoGebra 3.0 (2

Matematicke naredbe

Sime Suljié, Pazin

U proslom broju MiS-a upoznali smo vas s novinama koje donosi nova inacica programa, a koje
su lako uocljive u izbornickoj i alatnoj traci. U donjem desnom kutu programskog prozora nalazi se
padajudi izbornik Naredbe s pregrstom novih naredbi. U ovom broju pozabavit ¢emo se tim jed-
nostavnim naredbama koje ovaj program ¢ine vrlo mo¢nim. Neke od tih naredbi podrobnije ¢emo
na primjerima objasniti, a neke samo navesti. To ne znaci da su neke od naredbi manje vazne ili
manje korisne. Gotovo svaka se moze upotrijebiti na kreativan nacin u raznim situacijama. Slobod-
no se moze reci da se granice ovog programa poklapaju s granicama korisnikove matematicke
maste.

Niz Niz[izraz e, varijabla 7, broj a, broj b, broj s]

— Lista objekata kreiranih koristenjem izraza e
Niz[izraz e, varijabla 7, broj a, broj b] - Lista i indeksa 1 koji se mijenja na intervalu od a do
objekata kreiranih koristenjem izraza e i in- b s korakom povecanja s.

deksa 7 koji se mijenja na intervalu od a do b. Primjer: L = Niz[(2, 7), 4, 1, 5, 0.5] kreira
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Primjer: L = Niz[(2, 7), 1, 1, 5] kreira listu
toCaka Cije su koordinate na y-osi od 1 do 5.

listu to¢aka &ije su koordinate na y-osi od 1
do 5 s korakom povecanija 0.5.
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Napomena. Da bi parametri a i b bili dinamicni,
mozete koristiti kliza¢ za promjenu varijabli. Ono
Sto zadajemo naredbom Niz ne mora nuzno biti
prikazano u geometrijskom prozoru. Mogude je ni-
zove i vrijednosti funkcija istrazivati ¢isto numeric¢-

. 1
ki. Zelimo li, na primjer, dobiti vrijednosti [1+—)

n
izraza za neki proizvoljni niz prirodnih brojeva, do-
voljno je u Polje za unos upisati:

Niz[(1 + 1/n)"n, n, 100, 1000, 200].

Rezultat ¢e biti prikazan u algebarskom prozoru
kao niz vrijednosti:

| Zawisni objekti
() list] = {2.70481, 271377, 2.71557, 2.71634, 2.71677}

Prate¢e naredbe uz naredbu Niz

Element([lista L, broj n] — daje n-ti element i-
ste L.

Duljina[lista L] — daje duljinu liste L, odnosno
broj njezinih elemenata.

Minimum[lista L.] - daje najmanji element
liste L.

Maksimum{[lista L.] — daje najvedi element
liste L.

Primjer. Nacrtati vrhove i sve dijagonale proizvolj-
nog pravilnog mnogokuta.

U geometrijskom prozoru nacrtajte toc¢ku S koja
¢e predstavljati srediSte mnogokuta i to¢ku 4 koja
je jedan njegov vrh. Zadaijte kliza¢ 7: donja grani-
ca 3 igornja 20, a korak povecanja 1. Za pocetak
potrebno je tocku A n-puta zarotirati oko sredista
S za kut 360°n naredbom:

listal = Niz[Rotacija[4, 7 360/n, S], 7, 0, n—1].

Tako se dobiju vrhovi mnogokuta. Jednom nared-
bom mogude je sada dobiti sve stranice i dijago-
nale:

listaZ=Niz[Niz[Duzina[Element[listal,£],
Element[listal, 7]], 7, 2, n], &, 1, n].

o
o
2
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Ovdje se radi o ugnijezdenim naredbama. Na-
redba Duzina povezuje dva vrha. Vrhovi su ele-
menti liste listal pa ih se poziva naredbom
Element[listal, k] i Element[listal, 7], gdje k
znadi k-ti vrh, a7 i-ti vrh. Sve mora biti smjesteno
unutar dvostruke naredbe Niz koja ¢ mijenja od 2
don,akod1don.

Napomena: Nije moguce uredivati svojstva po-
jedinacnog objekta neke liste kao $to su debljina
orte ili tocke, stil i boja. Cak ih nile moguée po-
jedinacno oznaditi. Ako neki element Zelite istaci,
morate najprije posebno nacrtati taj objekt kori-
steci naredbu Element. Kada je u pitanju ugnijez-
dena naredba, onda i naredba Element mora ici
ugnijezdeno. Probajte naredbu

Element[Element[lista2, 3], 10],
koja iz tre¢e skupine spojnica izdvaja desetu du-
zinu.

Nove naredbe za funkciju

Funkcija na intervalu

Funkcija[funkcija £, broj a, broj b] - crta
funkciju jednaku funkciji f na intervalu [a, b] i
koja nije definirana izvan [a, b]. Granice inter-
vala mogu biti odredeni brojevi ali ih mozete
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zadati kao parametre pa ih dinami¢no moZzete
mijenjati pomocu klizaca ili tipkama + i —.

Iz padajuceg izbornika pored polja za unos
moguce je unijeti i simbol = za beskonacno.

Uvjetna funkcija

Mozete koristiti uvjetnu naredbu Ako kako biste
kreirali uvjetnu funkciju. Podsjetimo:

Ako[uvjet, a, b] — dat ¢e kopiju objekta a ako
je uvjet ispunjen, odnosno logi¢ka mu je
vrijednost true, a kopiju objekta b ako je ta
vrijednost false.

Ako[uvjet, a] — dat ¢e kopiju objekta a ako je
uvjet ispunjen, odnosno logic¢ka mu je vrijed-
nost true, odnosno nedefinirani objekt, ako je
ta vrijednost false.

Primjer. f(x)= Ako[x < 3, sin(x), x 2] dat ¢e
funkciju koja je jednaka sin(x) za x < 3 ix? za
x = 3.

Napomena: Mozete koristiti derivacije i integrale
takvih funkcija, kao i njihova sjeci$ta, na isti nacin
kao i kod “obi¢nih” funkcija.

Duljina grafa funkcije

Duljina[funkeijaf, broj x1, broj x2] — daje
duljinu grafa funkcije f na intervalu x; i x.

Duljina[funkeijaf; tockad, tocka B] — daje
duljinu grafa funkcije f izmedu dviju to¢aka A i
B koje leze na grafu.

lteracija funkcije

Iteracija[funkcija f, broj x0, broj n] — izvodi
n-iteraciju funkcije f koristeci kao pocetnu
vrijednost x,. Recimo, ako je zadana funkcija
f(x) = x2, naredba Iteracija [f, 3, 2] dat ¢e
rezultat (32)Z = 81.

IteracijskaLista[funkcija f, broj x0, broj 7]
— daje listu L duljine n+1 ciji elementi su
iteracije funkcije f s poCetnom vrijednoScu x.

Primjer: Nakon definiranja funkcije f(x) = x2
naredba L = Iteracijskal.ista[f, 3, 2] daje
listu L = {3, 32, (32)2} = {3,9, 81}

Primjer. U jednom od ranijih brojeva MiS-a pisa-

li smo o logisti¢koj funkciji. Rije¢ je o funkciji koja

opisuje promijene u populaciji neke biljne ili Zivo-

tinjske vrste u danom ekosustavu. Biolozi smatra-
ju da promjene kroz vremenska razdoblja vrlo do-
bro opisuje jednostavna iteracijska jednadzba:

X1 = kex; (1= x;),
gdije je konstanta k specificna za odredenu vrstu.

Racunalni program Excel je jako pogodan za is-
pitivanje takvih jednadzbi, ali se s novim nared-
bama i GeoGebra moze vrlo spretno nositi s tim
problemom. Ukoliko se zelite bolje upoznati s pro-
blemom logisti¢ke funkcije, preporu¢amo vam da
potraZite spomenuti ¢lanak, a ovdje samo razmo-
trimo kako prikazati iteracije u tehni¢kom smislu.
Da bismo u GeoGebri tockama prikazali iteracij-
ske vrijednosti pojedinih vremenskih razdoblja,
potrebno je:

1. zadati varijabilan broj (kliza&) k, 0 < k < 4;
korak povecanija 0.01;

2. definirati funkciju: f(x) = & x (1 —x);

3. zadati varijabilan brojn, 0 < n < 100; korak
povecanja 1;

4. naintervalu zadati pocetnu vrijednost x i
omogucditi promjene te vrijednosti pomakom
misa, recimo to¢kom A na apscisi:

x 0 =x(A);

5. zadati niz to¢aka naredbom:

Niz[(z, Iteracija[f, x_0,1]),1, 0, , 1].

Ukoliko te tocke Zelimo spoijiti duzinama, onda je u
polje za unos potrebno upisati ovakvu naredbu:

Niz[Duzina[(z, Iteracija[f, x_0,1]), (¢ + 1,
Iteracija[f, x 0,7 + 1])],7, 0,2 -1, 1].

Zelite li vidjeti cijeli niz todaka koji se na apscisi
proteze do 100, a da pri zumiranju proporcionalno
ne smanijite raspon medu ordinatama, odaberite
gumb +}» i misem povladite po osix.
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Prilozena slika s leptirom rad je
kolege Antonia Ribeira iz Portu-
gala i ovdje je prenesena bez iz-
mjena, zbog “umijetnickog doj-

rﬂ GeoGebra - caos.ggb

ma”. Izgledom grafike i zapisom
matematickih formula GeoGebri-
ni uraci zaista znaju izgledati veo-
ma lijepo. Inace, taj rad dostupan
je na internetskoj stranici

www.geogebra.org/en/
upload.

Odaberite mape portugués / An-
tonioRibeiro / Funcoes i datoteku
caos.ggb. Svakako ga pogledaj-
te jer se na ovom uratku moze pu-
no nauditi. Ukljucite sve kontrol-
ne okvire da vidite §to se sve jos
moze vidjeti na ovom uratku. Naj-

Datoteka Uredivanje Pogled Postawke Alati Prozor Pomoé
@E -Jm D
3 J s 4 i | Poviadite ili odaberite objekte (Esc) ]
G0 T e=0.001 ZDZXB+E=U.231 d=20
{ \ k=388
) = {ﬁ\ e J r ;‘ Gréfico L =kz1-z) B ———

Grafico = {[ 1+

[ cobweh

bty

bolje ¢ete razumjeti korake kon-
strukcije ukoliko otvorite prozor
Opis konstrukcije u izborniku Pogled. Uocite da u
GeoGebri jezik nije prepreka, jer kao Sto vidite na
slici Opis konstrukcije, svi nazivi i sve naredbe su
na hrvatskom. | to bez ikakve intervencije! GeoGe-
bra se uvijek prilagodi jeziku korisnika. Preporu-
¢am vam i druge radove kolege Ribeira. Zasigur-
no ée vas zadiviti.

1] Opis konstrukeije x|

Datoteka Pogled Pomod
Br. I}ma |Deﬂni'c'u‘a |
¥ 2 ¥ f -~
¥ e & ! e ' !
11 broj A KA
12 totkaB Do, TGN
13 ufinab |Dufinas, B]
14 hrojd
1 s r af.«
arab Ferann | i
17 funkcija s
18 funkcijar  funkeija s naintervalu [0, 1]
19 |ListL3 Miz[{teracijalf, o i, filteracijalf, o 1,0, n-1,1]
A |ListLs Miz{Duzina(lieracijalf, . i], heracijalf, Koy i, (Heracija
72 |ListL& Miz[Duzinalieracijalf, , i, fikeracijalf, % i, =
ERERHERER

Parametarske krivulje

Krivulja[izraz el, izraz e2, parametar t, broj
a, broj b] - crta krivulju u kartezijevom
koordinatnom sustavu, Cija je komponenta
x zadana izrazom ey iy s izrazom e, Koji
ovise 0 parametru ¢, unutar zadanog inter-
vala [a, b].

Derivacija[krivulja ¢c] — daje derivaciju
krivulje c.

Duljina[krivulja c, broj t1, broj t2] — daje
duljinu krivulje ¢ izmedu brojeva ¢ i Z,.

Duljina[krivulja c, tocka A, toc¢ka B]
— daje duljinu krivulje ¢ izmedu dviju
tocaka 4 i B na krivulji.

Napomena: Parametarske krivulje mozete ko-
ristiti poput funkcija u aritmeti¢kim izrazima.

Primjer: Unos ¢(3) daje toc¢ku za parametar ¢
= 3 nakrivulji ¢. Koristenjem misa takoder mo-
Zete zadati tocku na krivulji uz pomo¢ nacina

@' Novatocka.
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Primjer. Za eksperimentiranje s raznim oblicima
krivulja vjerojatno je najzahvalnija Lissajousova
krivulja. U polje za unos upisite naredbu: Krivulja
[a sin(b ©), ¢ cos(d 1), t, -g, g], a prethodno na-
ravno zadajte brojeve a, b, ¢, d i g. Kada dobije-
te krivulju varirajte svaki broj posebno. Rezultat te
“igre” bit ¢e nevjerojatno velik broj zanimljivih figu-
ra. Jedna od njih je i ova srcolika krivulja na slici.

E GeoGebra

Kruznica zakrivljenosti

KruznicaZakrivljenosti[tocka A4, funkcija f]
— kruznica zakrivljenosti funkcije f u tocki A.

KruznicaZakrivljenosti[tocka A4, krivulja ]
— kruznica zakrivljenosti krivulje ¢ u tocki 4.

Napomena: Zakrivljenost je recipro¢na duljini po-
lumjera kruznice zakrivljenosti, pa

N je tako i duljina vektora zakrivlje-
=l

—
£

nosti recipro¢na duljini polumjera

Datoteka  Uredivanje Pogled Postavke  Alati Prozor Pomoé kruznice zakrivljenosti!
ﬂ b T . N a=2 . s
b Jdifl® / f‘ L) O,.‘ ‘ -4.-? o\ —— Nekoliko opcih
) Nezavisni objekt naredbi
=0 =1
) "1-3 Modulo funkcija
1 E=-
S d=16 OstatakDijeljenja[broj a, broj
Z'. ',5':,2';‘_' » b] - ostatak pri dijeljenju broja
—J Zavisni objekti : a brojem b.
4 1ali 10, cesl1
Cjelobrojno dijeljenje
CjelobrojnoDijeljenje [broj
——— = - : = : a, broj b] - daje cjelobrojni
(7] [ Unos: ] \Krivuljala sinib ), ¢ cos(d &, 1,-0,0] | ® vie w koliénik pri dijeljenju broja a bro-
' ' — jem b.

Ponesto iz analize

Zakrivljenost
Zakrivljenost[tocka A, funkcija f]
— daje zakrivljenost funkcije f u tocki A.

Zakrivljenost[to¢ka A, krivulja c]
— daje zakrivljenost krivulje ¢ u to¢ki A.

Vektor zakrivljenosti

VektorZakrivljenosti[tocka A, funkcija f]
— crta vektor zakrivljenosti funkcije f u tocki 4.

VektorZakrivljenosti[tocka 4, krivulja c]
— crta vektor zakrivljenosti krivulie ¢ u tocki A.
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Povrsina mnogokuta odredenog vrhovima

Povrsina[tocka 4, tocka B, tocka C, ...]
— povrsina mnogokuta zadanog to¢kama A,
B, C,...

Opseg

Opseg[konika ¢] — daje opseg konike ¢
(kruznica ili elipsa).

Opseg[Mnogokut poly] — opseg mnogokuta
poly; GeoGebra po svojim postavkama dod-
jeljuje ime mnogokutu poly1, poly2, ... Uvijek
mozete drukdije imenovati ili preimenovati
mnogokut. Za preimenovanje je dovoljno
kliknuti na objekt i zapoceti tipkati, a dijalo$ki
okvir se automatski otvori.

broj 42 / godina 9. / 2007.



Afini omjer

AfiniOmjer[toc¢ka 4, tockaB, tocka C] — daje
afini omjer A triju kolinearnih to¢aka 4, B, i C,

gdiejeC =4+ L -AB.

Dvostruki omjer

DvostrukiOmjer [to¢ka 4, toc¢ka B, tocka C,
to¢ka D] — dvostruki omjer A Cetiriju kolin-
earnih toc¢aka A4, B, C, i D, gdje je
A=AfiniOmjer[B,C,D]/AfiniOmjer[4,C,D].

Ime[objekt] — tekst koji pokazuje ime danog
objekta. Ova naredba je ponekad potrebna
kod dinami¢nog teksta za objekte koje bismo

mogli preimenovati.

Tablica aritmetiCkih operacija i
funkcija

Vjerujem da ste stekli dojam da polje za unos ima
jo$ naglaseniju ulogu. Stoga ¢e sigurno biti kori-
sno izdvoijiti tablicu s raspolozivim operacijama
i funkcijama, medu kojima ima i novih. Posebno
skre¢em pozornost na funkciju random( ), koja
daje sluc¢ajan brojizmedu 0 i 1. Tako dobiveni broj
moze se ugraditi u definiranje drugih objekata. Sa
svakim ponovnim otvaranjem datoteke on ¢e mi-
jenjati vrijednost. To moze biti posebno korisno pri
kreiranju apleta ugradenih u internetsku stranicu.
Sa svakim ucitavanjem ili osvjezenjem stranice
korisnik ¢e dobiti drukgiji objekt. Zelite li na sluga-
jan nacin dobivati samo cjelobrojne vrijednosti 1,
213, upisite u polje za unos: ceil(3 random()).

Id()

logaritam po 2
logaritam po 10
kosinus

sinus

tangens

arkus kosinus
arkus sinus

arkus tangens
kosinus hiperbolni
sinus hiperbolni

tangens

area kosinus hiperbolni
area sinus hiperbolni

area tangens hiperbolni

l9()
cos()
sin()
tan()
acos()
asin()
atan()
cosh()
sinh()
tanh()
acosh()
asinh()

atanh()

zbrajanje +
oduzimanije -
mnozenje *ili razmaknica
skalarni produkt *iliw
dijelienje /
potenciranje ~li2
faktorijela !

gamma funkcija gamma( )
zagrade 0
koordinata na x-0si x()
koordinata na y-osi v()
apsolutna vrijednost abs()
predznak sgn()
kvadratni korijen sart()
kubni korijen cbrt()
slucajan brojizmedu 0 1 random( )
eksponencijalna funkcija exp() ilie*
logaritam (prirodni po e) In() ili log()

najvece cijelo manje od ili jednako floor()

najmanie cijelo vec¢e od ili jednako ceil()

zaokruzeno

round()
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LogiCki operatori

U padaju¢em izborniku, odmah pored polja za unos, nalaze se funkcije, ali i logi¢ki operatori. Osim u uvjet-
noj naredbi moZzete ih koristiti u dijaloSkom prozoru svojstva na kartici Dodatno u uvjetu za prikaz objekta.

Raspolozivi logi¢ki operatori:

e N T R

jednako Lili== albilia== brojevi, tocke, pravci, konike a, b
nije jednako = ili 1= a=bilial=b brojevi, tocke, pravci, konike a, b
manje od < a<b brojevi a, b

vece od > a>b brojevia, b

manije ili jednako < ili <= a<bilia<=b brojevia, b

vece lijednako =il >= azbiia>=b brojevia, b

i A anb logi¢ki a, b

ili % aVvb logicki a, b

ne —li! —a ilila logicki a

usporedan [ alb pravci a, b

okomit 1 alb pravcia, b
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