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Bézierove krivulje

Sime Sulji¢, Pazin

Medu crtacim priborom krivuljar svojim oblikom nije uveo Paul de Casteljau, fiziCar i matematicar
posebno plijeni nasu paznju. Zgodna ali i veoma zaposlen u Citroé&nu. On je otkrio numeri¢ki algo-
korisna igrackal Treba li dvije toCke na nekom na- fitam za izradun krivulja.

crtu spoijiti zakrivlienom crtom moze se to uciniti
vrlo jednostavno rubnim dijelom krivuljara. Njime

je moguce dobiti razlicite krivulje. Trazi se obigno AT ian)E - |B)X]
v L . . Datoteka  Uredivanje  Prikaz  Slika Boje  Pomod

nesto oku ugodno jer je oblikovanje postalo vrlo

vazno. Istina je da danas mnogi crtaju ali malo tko 44 1 =

ru¢no, pa se ni krivuljari viSe ne rabe tako Cesto. P

Najc¢eSc¢e se crta na zaslonu racunala. Programi 2 Q

za crtanje raspolazu alatima za crtanje raznih linija 5 A

i oblika. Svi, pa ¢ak i oni najjednostavniji, kao §to

je program Bojanje koji se nalazi medu Pomagali- i i

ma na vasem racunalu imaju alat koji se zove Kri- N |i| I

vulja. Te krivulje odredene su dvjema krajnjim toc- O &

kama i jednom ili viSe kontrolnih tocaka kojima se o O

regulira zakrivljenost njenih lukova. Tako dobive- p—

ne krivulje zapravo se nazivaju Bézierove krivulje. —

Godine 1962. za potrebe oblikovanja automobi- E ¥,

la u Renaultovim tvornicama, rasirio ih je francu- - e | 3

skiinzenjer Pierre Etienne Bézier (1910. - 1999.). g ANEEEEEEREEEE N

Bézier je jedan od utemeljitelja CAD/CAM sustava T ECERCEC ENE

(Computer-Aided Design/ Computer-Aided Manu- Za pomoe, pritisnite Teme pomodi na izborniky Pomod,

facturing). Krivulje je zapravo nekoliko godina ra-
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Geometrijska konstrukcija

Postavimo sada zadatak konstrukcije jednog za-
krivienog luka u GeoGebrinom geometrijskom
prozoru. PokuSajmo najprije ,opisati” tangenta-
ma jednostavnu krivulju. Potrebne su tri tocke, 4 i
B kao rubne tocke i tocka C kao kontrolna tocka.
Podijelimo duzine ACi BC totkama na deset jed-
nakih dijelova.

D OC

A - L — a9
o o = -\.q«‘-a
ﬂ_\._'a

‘““q;u

1;;
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U GeoGebri dijeljenje duZine u zadanom omijeru
mozemo izvesti naredbom:

A+ 1B - A),

gdje je t brojizmedu 0 i 1. Kako bismo dobili sve
tocke odjednom, koristimo naredbu Niz:

N,=Niz[A+k(C-A4), k,0,1,0.1],
odnosno
N,=Niz[C+k(B-C), k0,1, 0.1],

gdje se k mijenja od 0 do 1 s korakom povecéanja
0.1. Isto napravimo za duzinu BC. Spojimo sada
tocke na duzini AC po&evsi od todke 4 redom s
totkama na duzini CB naredbom:

Niz[Duzina[Element[N,, k],
Element[N,, k]], £, 1, Duljina[N,]].

Ova ugnijezdena naredba znadi da ¢e program
nacrtati niz duzina cCija je prva rubna tocka k-ti ele-
ment niza N;, a druga rubna to¢ka k-ti element ni-
za N,. Taj niz pocinje s prvim elementom jednog
niza i zavrSava s posljednjim elementom drugog
niza. Redni broj posljednjeg broja u nizu je odre-
den naredbom Duljina[N,].

Umijesto veceg broja duzina, odnosno tangenti
krivulja, bit ¢e dovoljna jedna duzina DE koja e
se rubnim to¢kama gibati po duzinama ACiCB. U
tu svrhu potrebno je definirati kliza¢ ¢ u granicama
od 0 do 1, a potom zadajmo naredbe:

D=A4+t(C-4) (1)
E=C+t(B-C) (2
Duzina[D, E],
F=D+t(E-D) (3

Ovdije je tocka F diraliste. UkljuCimo li moguc¢nost
ostavljanja traga te toCke pri promjeni vrijednosti
parametra ¢, to¢ka F ¢e ,pisati” krivulju. Istu krivu-
lju moguce je dobiti kao Lokus. Za funkcioniranje
naredbe Lokus potrebne su dvije zavisne tocCke.
Zato je umjesto parametra ¢ definiranog preko kli-
zacCa, potrebno redefinirati parametar ¢ preko toc-
ke koja pripada nekoj duzini. Zadajmo duzinu @
i na njoj tocku R i definirajmo parametar ¢ nared-
bom:

t = AfiniOmjer[P, O, R].

Krivulju kao lokus dobivamo naredbom Lokus[F,
R], pritom je vazan redoslijed tocaka. Zavisna toc¢-
ka ide na prvo mjesto. Dobivena krivulja naziva se
Bézierova krivulja drugog reda. Bézierova krivulja
drugog reda zapravo je luk parabole.

Zadatak.

Konstruirajte parabolu kojoj pripada dana Bézie-
rova krivulja.

Pomoc¢: poloviste teziSnice iz vrha C trokuta ABC
pripada Bézierovoj krivulji (Zasto?), pa se kon-
strukcija svodi na konstrukciju parabole kroz tri
to¢ke. Probajte rijesiti ovaj izazovan zadatak!

broj 44 / godina 9. / 2008.



Dodamo li konstrukciji jo$ jednu kontrolnu tocku,
a princip konstrukcije prosirimo kao na slici 4, do-
bit ¢emo Bézierovu krivulju tre¢eg reda, s kojom
je ve¢ moguce oblikovati petlju. Po istom nace-
lu konstrukciju mozemo dalje usloznjavati na vi-
Se redove.

Jednadzba Bézierove krivulje

Uzmimo sada naredbu (3), odnosno jednadzbu
kojom smo dobili to¢ku F. Ona glasi:

F=D+t(E-D)

Zamijenimo li tocke D i E formulama (1) i (2), na-
kon sredivanja dobit ¢emo njezinu parametarsku
jednadzbu:

FiO)=(-1PA+26(1-1) C+ B, te [0, 1]

Upisom izraza (1 — #)’4 + 2t(1 — {)C + £2B u Geo-
Gebrino polje za unos, uz uvjet da su prethodno
definirane toCke i parametar ¢, moguce je izrav-
no, bez konstrukcije pomoc¢nih toc¢aka, dobiti toc-
ku koja kao trag ili kao Lokus crta krivulju.

Cijelo smo vrijeme koristili jednadZbe koje se
oslanjaju na radijvektor to¢aka s jedne strane, a
s druge strane koristili smo geometrijsku nared-
bu Lokus. Zadajmo sada krivulju Cisto algebarski.
Parametarskom jednadzbom izrazimo koordinate
toCaka Bézierove krivulje. Prethodno zadajmo tri
tocke A, B i C, te parametar ¢ koji sada moze biti
zadan kao broj ili kliza&. U polje za unos treba upi-
sati naredbu za dobivanije krivulje:

Krivulja[(1 - £*x(4) + 2¢(1 - H)x(C) + x(B),
(1 -9%(A) + 2t(1 - (C) + ¥(B), 1, 0, 1].

ZakljuCak

Uporaba matematike danas je sve ¢eSc¢a u tzv.
virtualnom svijetu, a to je ono §to u¢enike moze
vie zaintrigirati. Ovdje je dan jedan pomalo ek-
sperimentalni uvod u temu. Konstrukcijama u Ge-
oGebrii prou¢avanjem nekih internetskih sadrzaja
mozete zaci dublje u problem. Evo nekoliko linko-
va sa sadrzajima i s GeoGebrinim datotekama:

1. Bézier curve,
http://en.wikipedia.org

2. What's a Bézier Curve?,
http://www.moshplant.com/
direct-or/bezier

3. GeoGebrino skladiste,
http://www.geogebra.org/en/
upload-Home/english/zbirad

4. GeoGebraWiki,
http://www.geogebra.org/de/
wiki/index.php/Bezier-CA2008

¢u zagonektu:

riesenje je odli¢no. Pokusajte ga pronadi!

/Zagonetka uz kavu na pauzi

Sjedecdi u kaficu na polusatnoj pauzi, prosli nam je petak konobar Darko servirao uz kavu i sljede-

U deset bacvi nalaze se zlatnici, svaki pravi zlatnik teZak je 10 grama. Jedna od bacvi puna je laznih
zlatnika koji se od pravih razlikuju po tome sto su 1 gram laksi. Ako pri ruci imate samo obi¢nu kuhinj-
sku vagu, kako Cete jednim jedinim vaganjem pogoditi u kojoj su bacvi laznjaci?

“Hajde matematicarke, da vas sad ¢ujem”, smijao se Darko. Razmisljali smo i razmi$ljali,... a
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