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Jedan od vaZnih zadataka s kojim se Cesto susre¢emo je izraCunavanije povrsine nekog lika.
Ako je lik moguce rastaviti na trokute, tada se povrsina lika dobiva kao zbroj povrsina tih trokuta
Najc¢eSce se povrsina racuna iz poznatih duljina stranica ili se ove prethodno izradunavaju iz
poznatih elemenata koji odreduju trokut. U tom se slucaju za povrsinu koristi Heronova* formula:

P=+s(s—a)s—b)(s—c)

gdiejes= %M, a, b, ¢ — duljine stranica.

Napomenimo da je formulu poznavao i greki 10: REM HERONOVA FORMULA

matemati¢ar Arhimed (287. — 212. prije Krista) koji 20: INPUT “a="; A, “b="; B, “c="; C

je Sivio oko tri Stoljeéa prije Herona. 30: IF A+B>C AND B+C>A AND C+A>B THEN
GOTO 50

Da bi se primijenila formula, treba izracunati 40: PRINT “POGRESNO ZADANO”:GOTO 20

poluopseg s, sastaviti izraz S =s(s — a)(s — b)(s — ¢) 50: S=(A+B+C)/2

i iz njega izvaditi drugi korijen. Ako pri ruci imamo 60: P=SQR(5*(S-A)*(5-B)*(5-C))

programabilno dzepno racunalo, cijeli posao 70: PRINT “POVRSINA=";P

o , . . 80: END

je izvediv u relativno kratkom broju koraka. Evo

kako bi to izgledalo ako na primjer raspolazemo s Drugo i vaznije pitanje je kako se Heronova for-

racunalom SHARP 1403: mula izvodi te je li potrebno da ucenici znaju taj

* Heron iz Aleksandrije, gréki matematicar za kojeg se vjeruje da je Zivio u prvom stoljecu, pisac djela iz optike i mehanike. Neke
zanimljivosti o njemu na kraju teksta.
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izvod, odnosno hoce li se on nacdi u prijedlogu dr-
zavne mature. Mislienja smo da bi zavr§eni sred-
njoskolci trebali znati barem jedan od dokaza He-
ronove formule te da bi to mogao biti zadatak koji
bi u obliku projekta uéenici rieSavali u grupama.

U ovom se cClanku bavimo izvodom Heronove
formule u okviru razli¢itih postupaka kojima se
realizira osnovna ideja: izracunati povrSinu kao
funkciju stranica.

Polazimo od formule za povrsinu
P=1absiny (1.1)

Zelimo eliminirati funkciju siny. U tu svrhu formulu

(1.1) pisemo u obliku
4P = a’h? sin’ v. (1.2)

Iz kosinusova poucka za stranicu ¢ mozemo pisati

b —c? (a+b—c?)?
cos y =~z odnosno cos?y = ~Gaby
Nadalje je

. 2+b27 2)2 »
sinfy=1-cos?y= 1—% li
L, (abp —(@+b-c)
sin? y = T @aby
[2ab—(a+b>—c?)|[2ab+H(a+b~c?)]

(2ab)?

Izraze u gornjim zagradama mozemo pisati malo
drukcije:

o [>~(@*2ab+b)]|[(a*F2ab+b*)—?] .
sin?y = |

(ab) .

. [Ha-byll(atby—*] d
sin?y = Qaby odnosno
5 le—(a=b)llct@-b)l[(atb)—c]l(atb)tc]
smey = (2ab)2 tJ
. le—atbllcta—b]latb—c]la+btc]
sin*y = Qaby :
Uvedemo li oznake

_ atbtc. _ —atbtc.

e

a—btc _atb—c

s—b = T s Ce=T5 (1.3)

mozemo pisati

2s2(s—a)2(s—b)-2(s—c)
4a°b?

Uvrstimo li sin? v iz (1.4) u (1.2) dobivamo

sin? y = (1.4)

P>=5 (s — a)(s — b)(s — ¢), a odatle korjenovanjem
izlazi P = s(s — a)(s — b)(s — ©).

Polazimo od sliedece formule za povrsinu troku-
ta:

by

P @)

2

Slika 1.

Iz slike 1 vidimo da je
m=c-v:n=a-v:m+tn=bin=b-m.

Nadalje je m*~ n* = (m+n)(m—n) = b(2m-b) = ¢*
-

Zelimo eliminirati v, iz formule (2.1).

Uocimo da je iz posljednje formule, tj. b(2m—b) =

. ” P+ 2o g
¢* — a* moguce odrediti m = W, a potom
. o a2 + b2 _ CZ
77

Ako u izraz v,2 = a* — n* uvrstimo vrijednost za n

dobivamo:
P+ P  4d b —(a’+ b -y

Vb2 =a’— b 42b2
,_ [2ab— ((a22+ b?) — A[2ab + (&> + b*) — 2)]

Vo T 4p? :

ili drukgije pisano

[¢* = (a* —2ab + PY)][(a® + 2ab + b*) — ]

[~ @— byl + B 7

V=

.

V=

4p? ’

5 [c—a+bllcta-bllatb-c]la+b+c]
V' = 207 .
Uz oznake iz (1.3) mozemo pisati da je
b2 = 2s-2(s—a) -igsz—b) . 2(s—c)]y
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odnosno

5 24/s(s — a)(s — b)(s — ¢)
Vo= b .
Ako v b iz (2.2) uvrstimo u (2.1), dobivamo:

P =+s(s —a)s — b)(s —©).

2.2)

U torkut AABC upisimo kruznicu. Uvodimo po-
moc¢ne veli¢ine m, n, p na sljededi nacin (vidi sli-
ku 2):

a=ntp
b=p+m
c=m+n

s=m-+n+tp.

Slika 2.

Nadalje je AABC =AAOB U ABOC U ACOA pa
je povrsina trokuta AABC jednaka

nt +m
P= m;nr-i-Tpr-i-pTr

=(m+n+p)r=sr. (3.1)

Iz trokuta ACEO je
LY r y__ P
sin 5 g el Cos 5 \/VZTPZ (3.2)
Prema (3.2) m%gmo pisati sin y = sin 2 % =2

sin = cos = = :
2 2 r+p?

Na osnovu toga je

. 1 2rp
P =ZTabsiny= Fprprmyz s (33)

2
Iz 31) i (3.3) dobivamo (p+n)(p+m) r2+z2 = rs,
odnosno p (p+n)(p+m) = s(r+p?).
Transformiramo i lijevu stranu u posljednjoj for-
muli mozemo pisati mnptp*(mtntp) = sp’+sr
odnosno mnp + sp* = sp>+sr? 1.
mnp = s1°. (3.4)

PomnoZimo li (3.4) sa s dobivamo da je smnp =
s2r% i uvazimo li (3.1) moZemo pisati

P?=smnp. (3.5)

Ako eliminiramo pomocne veli¢ine m, n, p iz (3.5)
pozivajuci se na relacije m=s—a, n=s—b i p=s—c,
dobivamo konacno da je P? = s(s—a)(s—b)(s—c) ili

P =AJs(s —a)(s — b)(s — ¢).

U svakom trokutu vrijede Mollweideove formule
(Karl Mollweide, njemacki matemati¢ar i astronom
(1774.-1825))):

o—p By
ath _ %S5 bte_ B3 cta
c yod .o
sin% Sty b
Cos %
T sind @9
2

Transformirajmo prvu formulu u (4.1) tako da do-
damo jedinicu na obje strane:

COS @
“hi1=—2 +1
sin 5
a+b+h  ©€OS %4- sin%
[ 7 :
sin 5
L. . o+ ot N L.
Kako je sin %=sm % — TB)=cos Tﬁ uvazavajuci
. xty | x+
dajes = ﬁzﬂ i cos x+sin y = 2cos Ty sin Ty

cos @4- sin £
atb+b _ 2 2

mozemo formulu =—¢ 7 zapisa-
sin 5
ti u obliku
o . B
COS 5 COS >
s 27702
cE—— v (4.2)
sin E
Na posve analogan nacin dolazimo i do sliedece
dvije formule: B v
COS 5 COS >
s 2°°°2
[ (4.3)
2
Ccos 1 Cos %
s 2
b~ B (4.4)
sin 5

Napomena: Relacije (4.3) i (4.4) mozemo dobiti iz
formule (4.2) ciklickom zamjenom a — b — ¢ — a,
odnosnoa — -y — a.
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Transformirajmo sada prvu formulu u (4.1) tako da
oduzmemo jedinicu na obje strane. Bit ¢e

_ af . ¥
a+h - cos—5 - ) atb_c  COS—3 —sin 3
¢ T e T v
smf Sll’l2
Kako e si Y_ . (E oc+[3)_ o+p 5
ako je sin 5 =sin |5 ———| = cos —5—, uvaza-
C . at+b+c . . xty
vajuéi da je s = > ICOSX*COSy:fZSIHT
cosO(;B sinZ
. X— . — -
smTy, mozemo formulu a+l; €= 2 7 2
Sinf
zapisati u obliku
singsinE
s—c 2 2
Ty - (4.5)

sin 5
2
Na posve analogan nadin ili ciklickom zamjenom
iz (4.5) dobivamo jo$ dvije formule:

s—a sin%sin%
a - T a (4.6)
sin 5

b sin%sin%
5 B “7)
Sll’lj
Iz formula (4.2), (4.6),(4.7) i (4.5) mnoZenjem
dobivamo

s.5—a.s—b . s—c

oo BB
—sin&. (O Lid
=SIn 308 5 SIn 5 * COS 5. (4.8)

Ako formulu (4.8
mozemo pisati

=

pomnozimo s cabc = bcca

s(s—a)(s—b)(s—c)
o B . ..B

= bc sin % cos 7 - ca sinf cos . (4.9)

Desna strana u gornjoj formuli (4.9) moze se za-
pisati u obliku

be sin 2 cos & - ca sin P cos P
¢ sin 5 cos 5 - ca sin 5 cos 5
=%bcsina~%casinB=P2.

Na taj nac¢in dobivamo da je s(s—a)(s—b)(s—c) = P*

i kona¢no, P = \s(s—a)(s—b)(s—c).

Dokaz provodimo u dva koraka. U prvom
dokazujemo jednu lemu, a u drugom koraku, na
osnovu leme dokazujemo Heronovu formulu.

Lema. Ako je o+ B +vy=m, ondaje
o B Y _ o B Y
ctg 5 tetgs tetgy=ctg7 -ctg5 - ctg 5.
DrugimrijeCima, lematvrdida je suma kotangensa

polovica kutova jednaka produktu kotangensa
polovica kutova.

Dokaz leme.

Izo+ B +y=mslijedidaje
_ Yy_m otf oy oitf
y=n-(0th), =7 - ctgy=tg 5,

pa mozemo pisati

ctg%+ctg§+ctg%

+
=ctg%+ctgg+tg0(7B
+—7 (6

Preuredimo li desnu stranu u formuli (5.1), slijedi

oH
ctg%-ﬁ-ctgg+tg7B
tg%-&-tgg tg%+tgg
= + . (5.2
a B o B
g5 tg5 l-tg5tg5

Nakon zbrajanja ¢lanova na desnoj strani je-
dnakosti (5.2) dobivamo

o+
ctg%+ctg%+thﬁ
a B
11 eotted 5.3)
€7 1gb | _g%ief’ '
g7 ‘-tenle;

Uocimo li da je desna strana u (5.3) drugi zapis
formule, zaklju€ujemo da je ispunjeno

ot
ctg%+ctgg+thB:ctg%~ Ctgg- ctg%,
¢ime je lema dokazana. m

Vratimo se dokazu formule.
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Prema slici 2 (iz definicije funkcije ctg) moZzemo
pisati

p Y_p
f

ctg%+ctg5+ ctg5 = =7 (54

dok je s druge strane,
o B Y
ctg§~ctg§-ctg§=7-7'7=7. (5.5)
Iz formula (5.4) i (5.5) a na osnovu gornje leme
vrijedi:
r’s=pnm < r’s?=spnm < P>=spnm. (5.6)

Eliminiramo li p, n, m iz (5.6), uzevsi u obzir relacije
p=s—a,n=s—b, m=s—cdobivamo konacno,
opet prema (5.6) da je

P = +s(s—a)(s—b)(s—c).

Umijesto zakljucka primijetimo da je za dokaze
1, 3, 4 i 5 potrebno poznavanje osnovnih
trigonometrijskih funkcija i relacija, stoga se ne bi
mogliizvoditi na nivou osnovnoskolske nastave, za
razliku od dokaza 2 koji se zasniva na Pitagorinu
teoremu (vidi o tome u [1]) i moZe posluziti kao
ilustracija primjene istog teorema.

Konacéno, navedimo i podatak da je formula, o ko-
joj se u ovom tekstu radi, dokazana u prvoj knjizi
Metrika koju je napisao Heron iz Aleksandrije oko
75. godine i koja je otkrivena u Konstantinopolu
tek 1896. (viSe o tome u [2]). U citiranim knjigama
imamo razlicite podatke o zivotu Herona. Tako se
u [1] navodi da je Zivio izmedu 250. i 150. godine
prije Krista, dok je prema [2] zivio u prvom stolje-
¢u poslije Krista.

[11 Svetozar Kurepa: MATEMATIKA 1 za prvirazred
srednjeg usmjerenog obrazovanja, Skolska knji-
ga, Zagreb, 1986.

[2] Michael Sullivan: PRECALCULUS, Collier Mac-
millan Publishers, London, 1987.

[3] Damjan Jovigi¢: JOS JEDAN DOKAZ HERONO-
VE FORMULE, MFL X, God. XLV, Zagreb, 1994 -
95.

Opeka

storne dijagonale opeke.

Evo, dragi Citatelji, ovih pola stranice iskoristit éemo za prikaz jednog lijepog zadatka Huge Steinhausa

Kako ravnalom izmjeriti duljinu prostorne dijagonale opeke koja ima oblik kvadra? Rjesenje mora biti
prakticno, primjenjivo u praksi i ne smije biti primijenjen nikakav racun pa niti Pitagorin poucak.

Evo riesenja: Prislonimo dvije jednake opeke jednu do druge pri jednom kutu pravokutnog stola. Zatim
odmaknemo opeku pri samom kutu te izmjerimo duljinu duzine MN. | ta duljina jednaka je duljini pro-
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