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Radionica
"Pomozite Josephu Kruskalu!”

Mnoga matemati¢ka znanja koja intuitivno uspjesno primjenjuju u svakodnevnom zivotu ucenici
nikada nece imati priliku i formalno upoznati tijekom svog Skolovanja. U podrucju diskretne
matematike mozemo nadi brojne takve primjere koji nisu sadrzani niti u osnovnoskolskim niti u
srednjo$kolskim pa ¢ak niti u visokoskolskim programima matematike buduc¢ih nematematicara.

Svijest o tome da pri rjeSavanju nekog problema
koristimo matemati¢ka znanja moze u u¢enika po-
ljuljati Cesto prisutan stav o nesvrsishodnosti uce-
nja matematike i djelovati motivacijski na ulaganje
daljnjih napora u svladavanju matematickih sadr-
zaja. |dealna prilika da se od$krinu vrata matema-
tike koje nema u Skolskom udzbenicima pruza se
nastavnicima uvodenjem aktivnog ucenja i reali-
zacijom projekata u suradnji s nastavnicima dru-
gih predmeta.

Na tragu ovakvih razmi$ljanja nastala je i radioni-
ca "Pomozite Josephu Kruskalu!" u kojoj se uceni-
ci na nenametljiv nac¢in upoznaju s poznatim pro-

blemom Konigsberskih mostova i s Kruskalovim
algoritmom. Pritom se, naravno, ne inzistira na nji-
hovom strogom iskazivanju i pamcenju ve¢ se
spominju kao logi¢ni nacin rieSavanja postavlje-
nih problema.

Kruskalov algoritam

Prije no sto Kruskalov algoritam prikazemo u kon-
tekstu radionice za ucenike, prisjetimo se nekih
osnovnih pojmova teorije grafova te Kruskalovog
algoritma.
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iz razreda

Graf G s n vrhova je struktura koju ¢ine n vrhova
i spojnice tih vrhova (bridovi). Graf koji ima samo
jednu komponentu (od svakog je vrha grafa mo-
guce doci do bilo kojeg drugog vrha grafa prola-
zedi njegovim bridovima) je povezan graf.

Setnja u grafu G je netrivijalan konac¢an niz:

W=venve,.ev, gdesu v,.v, vrhovi grafa

G,a,el,...ek bridovi grafa G.

o

Setnja je zatvorena ako ima pozitivnu duljinu (sa-
drzi najmanje dva brida) i ako se pocetni i krajnji
vrhovi podudaraju.

Ciklus je zatvorena Setnja kod koje su svi vrhovi,
osim pocetnog i krajnjeg, medusobno razliciti.

Stablo je graf koji ne sadrzi cikluse.

Tezina brida je numeri¢ka vrijednost koja se pri-
druzuje bridu (ovisno o kontekstu, teZzina moze bi-
ti duljina, cijena, vrijeme...).

Tezina grafa je zbroj svih tezina bridova tog gra-
fa.
Primjer.

Problem koji se rieSava primjenom Kruskalova al-
goritma je problem odredivanja minimalnog ra-

A

zapinjuéeg stabla u tezinskom povezanom gra-
fu. Drugim rije¢ima, potrebno je odrediti podgraf
(bez ciklusa) zadanog grafa tako da se obuhva-
te svi vrhovi polaznog grafa te da ukupna tezina
odabranih bridova bude najmanja moguc¢a. Rje-
Senje ovog problema ne mora biti jedinstveno za
zadani graf.

Kruskalov algoritam

1. Odaberimo brid tako da je tezina brida mini-
malna.

[\

Svaki sljededi brid biramo tako da:

a) odabrani bridovi ne zatvaraju ciklus,

b) taj brid ima minimalnu tezinu medu preo-
stalima i zadovoljava uvjet a).

W

Algoritam zavrSava kada drugi korak viSe ne
mozemo provesti.

Primijenimo Kruskalov algoritam na prethodni pri-
mjer (Slika 1):
I. Odaberimo brid minimalne teZine: to je brid i.

2. Sliededi brid minimalne teZine uz uvjet a) je
brid £.

Setnja: AaBhDnEKF
Zatvorena Setnja: AaBhDiGjEkKFdCmEfA
Ciklus: A4aBhDiGjEfA

Slika 1.
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Sljededi brid minimalne teZine uz uvjet a) je
brid n.

Sljededi brid minimalne teZine je brid ¢, ali taj
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim
bridovima pa ga odbacujemo.

Sljiededi brid minimalne tezine je brid j, ali taj
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim
bridovima pa ga odbacujemo.

Sljededi brid minimalne tezine uz uvjet a) je
brid 4.

Sljiededi brid minimalne teZine je brid b, ali taj
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim
bridovima pa ga odbacujemo.

Sljiededi brid minimalne tezine uz uvjet a) je
brid g.

Sljededi brid minimalne tezine je brid a, ali taj
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim
bridovima pa ga odbacujemo.

Sliedeci brid minimalne tezine je brid £, ali taj
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim
bridovima pa ga odbacujemo.

Sljededi brid minimalne tezine uz uvjet a) je
brid e.

Na opisani smo nadin Kruskalovim algoritmom
dobili podgraf koji obuhvaca sve vrhove pocetnog
grafa, ne sadrZi ciklus i ima minimalnu tezinu koja
iznosi 17 (1 +2+2+3+4+5=17).

O radionici

Nakon §to su ucenici podijeljeni u grupe od 4 do
6 ucenika u uvodnom ih se dijelu radionice upo-
znaje s poznatim problemom Kénigsberskih mo-
stova te Cinjenicom kako je rjeSenje tog problema
dao poznati matemati¢ar Leonhard Euler. Sluze-
¢i se matematiCkim jezikom, primjerenim uzrastu
ucenika, tumaci se i riesenje problema. Nakon to-
ga se ucenici upoznaju s problemom pred kojim
se trenutno nalazi jedan drugi matemati¢ar Jo-
seph Kruskal. On u nedostatku vremena pokusa-
va obici Izgubljenu zemlju na nacin da svaki grad
te zemlje posjeti to€no jednom i u $to kracem vre-
menu. UCenici se stavljaju u ulogu pomagaca ma-
temati¢aru Josephu Kruskalu koji ih je zamolio za

pomoc¢ pri rieSavanju problema pred kojim se na-
§ao. Na temelju danih podataka iskazanih na karti
Izgubliene zemlje i legende znakova koja se nala-
zi na karti, moraju poku$ati obi¢i zemlju u najkra-
¢em mogucem vremenu tako da ne produ dva
puta istim gradom. Odatle i naslov radionice "Po-
mozite Josephu Kruskalu!". Cilj radionice je otkriti
strategiju kojom ¢e uspjeti izvrSiti zadatak. Nakon
toga ¢e voditelji radionice povezati zadatak s Kru-
skalovim algoritmom.

Slika 2.

Na karti je ucrtano 10 gradova i mnostvo puto-
va od kojih je samo jedan onaj kojim se Izgublje-
na zemlja prode u najkraéem vremenu tako da se
svakim gradom prode to¢no jednom. Upisane su
i razli¢ite duljine odredenih dionica bilo da se radi
o cesti, autocesti, pruzi... Na legendi znakova ucr-
tani su pojmovi koji se koriste na karti kao npr. pla-
nina, most, rijeka... kao i prosje¢ne brzine razlicitih
prijevoznih sredstava koje ucenici mogu koristiti
za svoje putovanje lzgubljenom zemljom (automo-
bil, vlak, brod, avion). Takoder je ucrtano i podruc-
je oko grada u kojem se (kao i u stvarnom zivo-
tu) vozi sporije, pa su navedene i prosje¢ne brzine
prijevoznih sredstava u podrucju oko grada koje
se razlikuju od onih prije navedenih.
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Za rjeSavanje ovako postavljenog zadatka uceni-
cima ¢e trebati formula za izraCunavanje povrsine
kruga i formula za izraCunavanje brzine. Te su im
formule cijelo vrijeme dostupne i projiciraju se na
zidu ucionice. U ovisnosti o uzrastu ucenika po-
trebno ih je manije ili vise tumaciti. Radionicu smo
izvodili s u€enicima Sestih, sedmih i osmih razre-
da s jednakim uspjehom. Dok je u¢enicima Sestih
razreda uporaba ovih formula (vodena od strane
nastavnika) bila tek naznaka onoga sto ¢e kasnije
uciti (u matematici i fizici), u¢enicima osmih razre-
da predstavljala je ponavljanje sadrzaja s kojima
su se ve¢ upoznali. Uporaba ovih formula potreb-
na je jer se trazi najbrzi, a ne najkraci put pa iz po-
dataka o duljini puta i brzini kretanja treba odredi-
ti vrijeme potrebno da se prijede put izmedu dva
grada.

RjeSavanju problema neke grupe prilaze na nacin
da oblikuju manje "radne skupine" od kojih svaka
izracunava podatke za jedan dio karte, u nekim
grupama "podijela posla" se vrsi iznova za svaka
dva grada dok u nekim grupama svi u¢enici isto-
vremeno racunaju vrijeme trajanja istog puta kako
bi na taj nacin provjerili dobiveni rezultat. Voditelji
radionice im pomazu, odgovaraju na pitanja, pro-

vjeravaju dobivena vremena i napominju im uko-
liko su nesto krivo izra¢unali. PokuSavaju zajedno
s njima izrac¢unati dionicu za koju su dobili pogre-
San rezultat i ukazati im na greSku (npr. nisu uzeli u
obzir prosje¢nu brzinu automobila u podrucju oko
grada, nisu izra¢unali dio ceste od samog grada
pa do vanjskog ruba podrucja oko grada...).

Prvi dio posla gotov je u trenutku kad se odredi
vrijeme trajanja svakog pojedinog puta. U tom su
trenutku ucenici i ne znajuci dobili tezinski graf pri
¢emu je tezina pojedinog brida odredena vreme-
nom potrebnim da se prijede put koji taj brid pred-
stavlja. Nase iskustvo pokazuje da uz vrlo malo
sugestija u poCetnom dijelu radionice i podsjec¢a-
nje na problem Konigsberskih mostova i Eulero-
vo rjeSenje tog problema mozemo posti¢i prikaz
zadanog problema na nacin kao $to je to naprav-
lieno na slici 3. Na toj je slici ujedno istaknut i naj-
brzi put koji dobivamo primjenom Kruskalovog al-
goritma.

U drugom dijelu radionice u¢enici pokusavaju na
temelju dobivenih rezultata odrediti najbrzi put
obilaska lzgubljene zemlje. Svaka grupa opisuje
svoju strategiju i ispisuje rezultat do kojeg je dos-
la. Nije za oCekivati da ¢e ucenici izracunati naj-

§ OBALA KRALJA
PROPLANAK SUMSKIH MAXA
oo0o  VILENJAKA o 0.7022 h VRE SRRIVENOG
ZABACENI RT 0.6729 h 0.8086 h BLAGA
T 1.1907 h 0.9289h " 1.1943h
0.7181 h
1.0622 h 1.1086'h 0.7229 h
0.082 h 0.7577 h DELTA RIJEKE
ZABORAVA NAPUSTENA
0.9689 h 1.63 h KLISURA
DOLINA DIVLJTH
KONJA 24253 h
PLANINA MRKOG
MEDVIJEDA 0.9919 h
1.6681 h
1.7289 h 0.7356 h
./UVALA IZGUBLJENIH
KORALJNI GREBEN BRODOVA
Slika 3.
broj 45 / godina 9. / 2008.



krace mogucde vrijeme, a ako se to i dogodi rijetko
¢e takav rezultat biti posljedica dosljednog pro-
vodenja nekog algoritma. Voditelji radionice upo-
znat ¢e ih s postupkom koji bi ih doveo do to¢nog
rezultat prikazujuci im zapravo primjenu Kruskalo-
vog algoritma na konkretnom primjeru.

Zavrsne napomene

— Osim ocite korelacije s fizikom (odredivanje
vremena iz zadane prosjec¢ne brzine i duljine pri-
jedenog puta) i geografijom (Citanje geografske
karte i pripadne legende) moguce je umjesto kar-
te izmislienje Izgubljene zemlje ponuditi ucenicima
npr. kartu muzeja u nekom gradu, kartu franko-
panskih tvrdava u Zupaniji, kartu gradova u koji-
ma je zivio neki pisac, kartu s lokacijama endem-
skih vrsta... te tako ostvariti korelaciju s povijescu,
umjetnoS$cu, jezikom, biologijom. Zatrazi li se od
njih da sami istrazivackim radom dodu do te kar-
te ovakvi su problemi pogodni za Skolske projek-
te koji ¢esto za temu imaju Zupaniju, rodni grad,
park prirode u blizini. Problem moze biti postav-
lien i direktnije, na nacin da se trazi najkraci, a ne
najbrzi put.

— Intramatematicka korelacija ovisit ¢e o umjes-
nosti nastavnika i situacijama koje ¢e se javljati pri
izvodenju radionice. Od uéenika mozemo traziti
da dobivene rezultate prikazu u satima i minuta-
ma, odrediti na koliko ¢e se decimala zaokruzivati
dobiveni rezultati, malo viSe vremena posvetiti bro-
ju Pi koji se javlja u izrazu za povrsinu kruga, ...

— Uocimo da Kruskalov algoritam opcenito ne
sadrzi u sebi uvjet da se svakim vrhom prode
,foéno jednom* te pri zadavanju karte moramo bi-
ti oprezni da se radi o zadatku kada minimalno ra-
zapinjuce stablo zadovoljava taj uvjet. Naravno da
mozemo zadati i zadatak u kojem navedeni uvjet
ne¢emo postavljati.

— Pri zadavanju "karte" moramo biti svjesni Ci-
njenice da minimalno razapinjuc¢e stablo nije je-
dinstveno za sve grafove pa mozemo (ali ne mora-
mo) ukljuciti moguénost dobivanja razlicitin tocnih
riesenja. U tom bismo slucaju dobili jos jedan bit-
ni element zavr$ne diskusije.

— Ova radionica iziskuje puno racunanja i dosta
objasnjavanja te se pokazalo da je najbolje izvodi-
ti je u vremenskom trajanju od dva $kolska sata.

— Ucenici su bili zadovoljni sudjelovanjem u ovoj
radionici, ankete koje smo proveli pokazale su da
su voljni i dalje sudjelovati u ovakvom nacinu ra-
da, a radionica je ocijenjena visokom ocjenom.
(Fotografija (slika 4) je snimljena u Osnovnoj skoli
"Zamet" u Rijeci za vrijeme odrzavanja radionice u
okviru Festivala znanosti 2007. godine.). Dogodi-
lo se da je jedna grupa uspjela izracunati najkrace
moguce vrijeme potrebno da se svaki grad posje-
ti to€no jednom i bili su jako ponosni na svoj rezul-
tat, dajuci ostalima do znanja kako su imali najbo-

lju strategiju.
kQL ‘

L

Slika 4.

— U okviru programa "Razvoj prirodoznanstve-
ne pismenosti aktivnim ucenjem" podrzanog
od MZOS radionica se izvodi u rijeckim osnov-
nim skolama. Nositelj programa je udruga "Zlat-
ni rez". Do sada je provedena Cetiri puta u tri rije¢-
ke osnovne Skole.

POVEZNICE

[11 http://en.wikipedia.org/
wiki/Seven Bridges of _

K%$C3%B6nigsberg

[2] www.zlatnirez.hr
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