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Svijest o tome da pri rješavanju nekog problema 
koristimo matematiĀka znanja može u uĀenika po-
ljuljati Āesto prisutan stav o nesvrsishodnosti uĀe-
nja matematike i djelovati motivacijski na ulaganje 
daljnjih napora u svladavanju matematiĀkih sadr-
žaja. Idealna prilika da se odškrinu vrata matema-
tike koje nema u školskom udžbenicima pruža se 
nastavnicima uvoāenjem aktivnog uĀenja i reali-
zacijom projekata u suradnji s nastavnicima dru-
gih predmeta.

Na tragu ovakvih razmišljanja nastala je i radioni-
ca "Pomozite Josephu Kruskalu!" u kojoj se uĀeni-
ci na nenametljiv naĀin upoznaju s poznatim pro-

blemom Königsberških mostova i s Kruskalovim 

algoritmom. Pritom se, naravno, ne inzistira na nji-

hovom strogom iskazivanju i pamćenju već se 

spominju kao logiĀni naĀin rješavanja postavlje-

nih problema.

Kruskalov algoritam

Prije no što Kruskalov algoritam prikažemo u kon-

tekstu radionice za uĀenike, prisjetimo se nekih 

osnovnih pojmova teorije grafova te Kruskalovog 

algoritma.

Radionica 
"Pomozite Josephu Kruskalu!"

Sanja Rukavina, Marija Sekulić, 
Andrea Švab, Sanja Vranić, Rijeka

Mnoga matematiĀka znanja koja intuitivno uspješno primjenjuju u svakodnevnom životu uĀenici 
nikada neće imati priliku i formalno upoznati tijekom svog školovanja. U podruĀju diskretne 
matematike možemo naći brojne takve primjere koji nisu sadržani niti u osnovnoškolskim niti u 
srednjoškolskim pa Āak niti u visokoškolskim programima matematike budućih nematematiĀara.
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Graf G s n vrhova je struktura koju Āine n vrhova 
i spojnice tih vrhova (bridovi). Graf koji ima samo 
jednu komponentu (od svakog je vrha  grafa mo-
guće doći do bilo kojeg drugog vrha grafa prola-
zeći njegovim bridovima) je povezan graf.

Šetnja u grafu G je netrivijalan konaĀan niz: 
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Šetnja je zatvorena ako ima pozitivnu duljinu (sa-
drži najmanje dva brida) i ako se poĀetni i krajnji 
vrhovi podudaraju.

Ciklus je zatvorena šetnja kod koje su svi vrhovi, 
osim poĀetnog i krajnjeg, meāusobno razliĀiti.

Stablo je graf koji ne sadrži cikluse.

Težina brida je numeriĀka vrijednost koja se pri-
družuje bridu (ovisno o kontekstu, težina može bi-
ti duljina, cijena, vrijeme...).

Težina grafa je zbroj svih težina bridova tog gra-
fa.

Primjer.

Problem koji se rješava primjenom Kruskalova al-
goritma je problem odreāivanja minimalnog ra-

zapinjućeg stabla u težinskom povezanom gra-
fu. Drugim rijeĀima, potrebno je odrediti podgraf 
(bez ciklusa) zadanog grafa tako da se obuhva-
te svi vrhovi polaznog grafa te da ukupna težina 
odabranih bridova bude najmanja moguća. Rje-
šenje ovog problema ne mora biti jedinstveno za 
zadani graf.

Kruskalov algoritam

1. Odaberimo brid tako da je težina brida mini-
malna.

2. Svaki sljedeći brid biramo tako da:

 a)  odabrani bridovi ne zatvaraju ciklus,

 b)  taj brid ima minimalnu težinu meāu preo-
stalima i zadovoljava uvjet a).

3. Algoritam završava kada drugi korak više ne 
možemo provesti.

Primijenimo Kruskalov algoritam na prethodni pri-
mjer (Slika 1): 

1. Odaberimo brid minimalne težine: to je brid i.

2. Sljedeći brid minimalne težine uz uvjet a) je 
brid k.

Slika 1.
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 Sljedeći brid minimalne težine uz uvjet a) je 
brid n.

 Sljedeći brid minimalne težine je brid c, ali taj 
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim          
bridovima pa ga odbacujemo.

 Sljedeći brid minimalne težine je brid j, ali taj 
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim 
bridovima pa ga odbacujemo.

 Sljedeći brid minimalne težine uz uvjet a) je 
brid h.

 Sljedeći brid minimalne težine je brid b, ali taj 
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim 
bridovima pa ga odbacujemo.

 Sljedeći brid minimalne težine uz uvjet a) je 
brid g.

 Sljedeći brid minimalne težine je brid a, ali taj 
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim          
bridovima pa ga odbacujemo.

 Sljedeći brid minimalne težine je brid f, ali taj 
brid zatvara ciklus s prethodno navedenim          
bridovima pa ga odbacujemo.

 Sljedeći brid minimalne težine uz uvjet a) je 
brid e.

Na opisani smo naĀin Kruskalovim algoritmom 
dobili podgraf koji obuhvaća sve vrhove poĀetnog 
grafa, ne sadrži ciklus i ima minimalnu težinu koja 
iznosi 17 (1 + 2 + 2 + 3 + 4 + 5 = 17). 

O radionici

Nakon što su uĀenici podijeljeni u grupe od 4 do 
6 uĀenika u uvodnom ih se dijelu radionice upo-
znaje s poznatim problemom Königsberških mo-
stova te Āinjenicom kako je rješenje tog problema 
dao poznati matematiĀar Leonhard Euler. Služe-
ći se matematiĀkim jezikom, primjerenim uzrastu 
uĀenika, tumaĀi se i rješenje problema. Nakon to-
ga se uĀenici upoznaju s problemom pred kojim 
se trenutno nalazi jedan drugi matematiĀar Jo-
seph Kruskal. On u nedostatku vremena pokuša-
va obići Izgubljenu zemlju na naĀin da svaki grad 
te zemlje posjeti toĀno jednom i u što kraćem vre-
menu. UĀenici se stavljaju u ulogu pomagaĀa ma-
tematiĀaru Josephu Kruskalu koji ih je zamolio za 

pomoć pri rješavanju problema pred kojim se na-
šao. Na temelju danih podataka iskazanih na karti 
Izgubljene zemlje i legende znakova koja se nala-
zi na karti, moraju pokušati obići zemlju u najkra-
ćem mogućem vremenu tako da ne proāu dva 
puta istim gradom. Odatle i naslov radionice "Po-
mozite Josephu Kruskalu!". Cilj radionice je otkriti 
strategiju kojom će uspjeti izvršiti zadatak. Nakon 
toga će voditelji radionice povezati zadatak s Kru-
skalovim algoritmom. 

Na karti je ucrtano 10 gradova i mnoštvo puto-
va od kojih je samo jedan onaj kojim se Izgublje-
na zemlja proāe u najkraćem vremenu tako da se 
svakim gradom proāe toĀno jednom. Upisane su 
i razliĀite duljine odreāenih dionica bilo da se radi 
o cesti, autocesti, pruzi... Na legendi znakova ucr-
tani su pojmovi koji se koriste na karti kao npr. pla-
nina, most, rijeka... kao i prosjeĀne brzine razliĀitih 
prijevoznih sredstava koje uĀenici mogu koristiti 
za svoje putovanje Izgubljenom zemljom (automo-
bil, vlak, brod, avion). Takoāer je ucrtano i podruĀ-
je oko grada u kojem se (kao i u stvarnom živo-
tu) vozi sporije, pa su navedene i prosjeĀne brzine 
prijevoznih sredstava u podruĀju oko grada koje 
se razlikuju od onih prije navedenih.

Slika 2.
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Za rješavanje ovako postavljenog zadatka uĀeni-
cima će trebati formula za izraĀunavanje površine 
kruga i formula za izraĀunavanje brzine. Te su im 
formule cijelo vrijeme dostupne i projiciraju se na 
zidu uĀionice. U ovisnosti o uzrastu uĀenika po-
trebno ih je manje ili više tumaĀiti. Radionicu smo 
izvodili s uĀenicima šestih, sedmih i osmih razre-
da s jednakim uspjehom. Dok je uĀenicima šestih 
razreda uporaba ovih formula (voāena od strane 
nastavnika) bila tek naznaka onoga što će kasnije 
uĀiti (u matematici i fizici), uĀenicima osmih razre-
da predstavljala je ponavljanje sadržaja s kojima 
su se već upoznali. Uporaba ovih formula potreb-
na je jer se traži najbrži, a ne najkraći put pa iz po-
dataka o duljini puta i brzini kretanja treba odredi-
ti vrijeme potrebno da se prijeāe put izmeāu dva 
grada.

Rješavanju problema neke grupe prilaze na naĀin 
da oblikuju manje "radne skupine" od kojih svaka 
izraĀunava podatke za jedan dio karte, u nekim 
grupama "podjela posla" se vrši iznova za svaka 
dva grada dok u nekim grupama svi uĀenici isto-
vremeno raĀunaju vrijeme trajanja istog puta kako 
bi na taj naĀin provjerili dobiveni rezultat. Voditelji 
radionice im pomažu, odgovaraju na pitanja, pro-

vjeravaju dobivena vremena i napominju im uko-
liko su nešto krivo izraĀunali. Pokušavaju zajedno 
s njima izraĀunati dionicu za koju su dobili pogre-
šan rezultat i ukazati im na grešku (npr. nisu uzeli u 
obzir prosjeĀnu brzinu automobila u podruĀju oko 
grada, nisu izraĀunali dio ceste od samog grada 
pa do vanjskog ruba podruĀja oko grada...). 

Prvi dio posla gotov je u trenutku kad se odredi 
vrijeme trajanja svakog pojedinog puta. U tom su 
trenutku uĀenici i ne znajući dobili težinski graf pri 
Āemu je težina pojedinog brida odreāena vreme-
nom potrebnim da se prijeāe put koji taj brid pred-
stavlja. Naše iskustvo pokazuje da uz vrlo malo 
sugestija u poĀetnom dijelu radionice i podsjeća-
nje na problem Konigsberških mostova i Eulero-
vo rješenje tog problema možemo postići prikaz 
zadanog problema na naĀin kao što je to naprav-
ljeno na slici 3. Na toj je slici ujedno istaknut i naj-
brži put koji dobivamo primjenom Kruskalovog al-
goritma.

U drugom dijelu radionice uĀenici pokušavaju na 
temelju dobivenih rezultata odrediti najbrži put 
obilaska Izgubljene zemlje. Svaka grupa opisuje 
svoju strategiju i ispisuje rezultat do kojeg je doš-
la. Nije za oĀekivati da će uĀenici izraĀunati naj-

Slika 3.
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kraće moguće vrijeme, a ako se to i dogodi rijetko 
će takav rezultat biti posljedica dosljednog pro-
voāenja nekog algoritma. Voditelji radionice upo-
znat će ih s postupkom koji bi ih doveo do toĀnog 
rezultat prikazujući im zapravo primjenu Kruskalo-
vog algoritma na konkretnom primjeru.

Završne napomene
—   Osim oĀite korelacije s fizikom (odreāivanje 
vremena iz zadane prosjeĀne brzine i duljine pri-
jeāenog puta) i geografijom (Āitanje geografske 
karte i pripadne legende) moguće je umjesto kar-
te izmišljenje Izgubljene zemlje ponuditi uĀenicima 
npr. kartu muzeja u nekom gradu, kartu franko-
panskih tvrāava u županiji, kartu gradova u koji-
ma je živio neki pisac, kartu s lokacijama endem-
skih vrsta... te tako ostvariti korelaciju s poviješću, 
umjetnošću, jezikom, biologijom. Zatraži li se od 
njih da sami istraživaĀkim radom doāu do te kar-
te ovakvi su problemi pogodni za školske projek-
te koji Āesto za temu imaju županiju, rodni grad, 
park prirode u blizini. Problem može biti postav-
ljen i direktnije, na naĀin da se traži najkraći, a ne 
najbrži put. 

—   IntramatematiĀka korelacija ovisit će o umješ-
nosti nastavnika i situacijama koje će se javljati pri 
izvoāenju radionice. Od uĀenika možemo tražiti 
da dobivene rezultate prikažu u satima i minuta-
ma, odrediti na koliko će se decimala zaokruživati 
dobiveni rezultati, malo više vremena posvetiti bro-
ju Pi koji se javlja u izrazu za površinu kruga, ...

—   UoĀimo da Kruskalov algoritam općenito ne 
sadrži u sebi uvjet da se svakim vrhom proāe 
„toĀno jednom“ te pri zadavanju karte moramo bi-
ti oprezni da se radi o zadatku kada minimalno ra-
zapinjuće stablo zadovoljava taj uvjet. Naravno da 
možemo zadati i zadatak u kojem navedeni uvjet 
nećemo postavljati.

—   Pri zadavanju "karte" moramo biti svjesni Āi-
njenice da minimalno razapinjuće stablo nije je-
dinstveno za sve grafove pa možemo (ali ne mora-
mo) ukljuĀiti mogućnost dobivanja razliĀitih toĀnih 
rješenja. U tom bismo sluĀaju dobili još jedan bit-
ni element završne diskusije.

—   Ova radionica iziskuje puno raĀunanja i dosta 
objašnjavanja te se pokazalo da je najbolje izvodi-
ti je u vremenskom trajanju od dva školska sata.

—   UĀenici su bili zadovoljni sudjelovanjem u ovoj 
radionici, ankete koje smo proveli pokazale su da 
su voljni i dalje sudjelovati u ovakvom naĀinu ra-
da, a radionica je  ocijenjena visokom ocjenom. 
(Fotografija (slika 4) je snimljena u Osnovnoj školi 
"Zamet" u Rijeci za vrijeme održavanja radionice u 
okviru Festivala znanosti 2007. godine.). Dogodi-
lo se da je jedna grupa uspjela izraĀunati najkraće 
moguće vrijeme potrebno da se svaki grad posje-
ti toĀno jednom i bili su jako ponosni na svoj rezul-
tat, dajući ostalima do znanja kako su imali najbo-
lju strategiju.

—   U okviru programa "Razvoj prirodoznanstve-
ne pismenosti aktivnim uĀenjem" podržanog 
od MZOŠ radionica se izvodi u rijeĀkim osnov-
nim školama. Nositelj programa je udruga "Zlat-
ni rez". Do sada je provedena Āetiri puta u tri rijeĀ-
ke osnovne škole.

Slika 4.
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