GeoGebro, rijesi mi
zadatak!

Sime Suljié, Pazin

Svi vi, dragi Citatelji, koji pratite ovu seriju ¢lanaka svjesni ste da smo s GeoGebrom prosli kroz
mnogosto. Sugerira li sada karta crikveniCkog akvatorija da nas GeoGebra vodi na more? Ipak
ne! Rije¢ je tek o terenskom zadatku koji su voditelji zupanijskih vije¢a dobili na travanjskom

seminaru u Crikvenici.

Napredni ucenici na
terenskom zadatku

Djelatnici Agencije u suradnji s kolegicom Ljubi-
com Dunderovi¢ organizirali su nam pravu teren-
sku nastavu s geodetskim mijerenjem i raznovr-
snim i zanimljivim prakticnim zadatcima. Osim
teodolita na obali i usluznih ekipa u¢enika uz njih,
na raspolaganju su bila i raCunala u sali za preda-
vanja. Ono §to me je ugodno iznenadilo je da su
gotovo svi timovi posegnuli za prikazom proble-
ma i rezultata u Geogebri koja ih je na racunalima

docekala (blagodati slobodnog softvera). Radi-
li su to rutinski jer se oCito redovito sluze GeoGe-
brom. U ovom c¢lanku, kroz nekoliko raznovrsnih
primjera pokazat ¢emo kako se GeoGebra moze
upotrijebiti za rie§avanje matematickih zadataka s
posebnim osvrtom na numeri¢ke metode riesava-
nja jednadzbi.

Konstrukcijski zadatak

Jedan od zadataka bio je odrediti rutu ljetnog pli-
vackog maratona (slika karte). Karta koju smo
imali na raspolaganju posluZila je da se s GeoGe-
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brom prezentiramo problem, a onda smo namijera-
vali pristupiti klasi¢nom trigonometrijskom izracu-
nu. Ali éemu da se kao profesori zamaramo dobro
znanim postupkom kada je tu GeoGebra. Konstru-
iramo trokut kojem je zadana jedna stranica i dva
kuta na njoj. U sjecistu krakova dobivamo treci vrh
i potom zadajemo naredbu Udaljenost[A,
C]. Moze nas iznenaditi realno prikazan izgled to-
ga trokuta ali to je ba$ tako kada je jedna stranica
trokuta Sezdesetak puta veéa od druge. Medutim
i u takvom, na pogreske osjetljivom izradunu, Ge-
oGebra daje tocan rezultat.

A PB=9863 AC=3038.18
=469 &= g
a=805"

Algebarski alat

Vjerujem da ste i sami oslonili na GeoGebru u
konstruktivnim geometrijskim zadacima. Isto ta-
ko GeoGebra je vrlo pouzdan alat za rjeSavanje
algebarskih zadataka. Naravno, ona nema sna-
gu jedne Mathematice ili specijaliziranih CAS ala-
ta ali u svojoj kategoriji odlicno se nosi s rieSava-
njem algebarsko-analitickin zadataka. NajceSce
se pokazuje potreba za rjeSavanjem jednadzbi,
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odnosno odredivanjem nultocaka funkcije, odre-
divanjem sjecista dvaju grafova i odredivanjem
ekstrema. U GeoGebri besprijekorno funkcionira-
ju sliedece naredbe:

1. Nultocka[f]

2. Sjeciste[f1, 2]
3. Ekstrem[f],

ali samo nad polinomima. Ukoliko je vasa funk-
cija racionalna, trigonometrijska ili s apsolutnom
vrijedno$c¢u nista se zadavanjem naredbe necée
dogoditi. Medutim, na raspolaganju su proSirene
naredbe koje koriste Newtonovu metodu ili meto-
du regula falsi za odredivanje nulto¢aka funkcije:

1. Nultocka[funkcija f; broj a] — daje nultocku
funkcije f sa pocetnom vrijedno$éu a
(Newtonova metoda)

2. Nultocka[funkcija f; broj a, broj b] — daje
nultocku funkcije f naintervalu [a, D] (requla
falsi).

1] 2

f(x) = cos(2 x) + sin(x)

Na slici vidimo graf trigonometrijske funkcije
flx)=cos 2x+tsin x. Tocka 4 dobivena je nared-
bom: Nultoc¢kal[f, x(T)], gdje je x(T) ap-
scisa pomi¢ne tocke na osi x. Pomicanjem toCke
T, tocka A4 "skakutat" ¢e s jedne na drugu pozi-
ciju nultoCke. | to ne nuzno po redu zbog priro-
de Newtonove metode kojom ¢emo se kasnije de-
taljnije pozabaviti. Tocka B dobivena je metodom
regula falsi, odnosno naredbom: Nultockalf,
3n/2, 2m] iona je kao takva stati¢na.

| sjeciste dvaju grafova moguce je dobiti Newto-
novom metodom. Naredba je:
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| Nezavisni objekti >
J A=(1.84,0)
2 f(x)=lg(x+ 2)
# g(x) = abs(sin(x))
) Zavisni objekti

NN

@ B=(2.44,0.65) 3n2 2n
Sjeciste[funkcija f, funkcija g, tocka A], v=s?— 12,

gdje je A pocetna vrijednost na apscisi. Pomica-
njem toCke 4 dobivat ¢emo nova sjecista.

Geometrijska simulacija s
dinamicnim izraCunom

Na ve¢ spomenutom seminaru u Crikvenici svaka
je grupa dobilai po jedan dodatni, "neterenski" za-
datak. Evo jednog takvog:

Od kruznog kartona polumjera 7.6 cm trebala izra-
di stoZastu ¢asSicu najve¢eg moguceg obujma.

Zadatak spada u primjenu diferencijalnog racuna.
Uzmemo li da je polumijer kartona zapravo izvod-
nica s stoSca i da su izvodnica, polumijer baze i vi-
sina stosca povezani formulom

onda obujam stoSca mozemo izraziti kao funkci-
ju polumjera:

Vo) =Lray 7,

Derivacijom te funkcije do¢i ¢emo do stacionarnih
to¢aka i maksimuma funkcije i bez uporabe racu-
nala, ali ovdje je jako zgodno prikazati virtualnu si-
mulaciju u geometrijskom prozoru GeoGebre. Ako
tome dodamo dinami¢ni tekst, odnosno izracun:

"V="41/3 r* * pi * sqrt(s? - r?),

A potom mijenjamo vrijednost polumijera r preko
kliza¢a lako ¢emo se pribliziti rieSenju. Jos se mo-
Ze u koordinatnom sustavu preko traga ili lokusa
tocke (r, V') nacrtati sam graf funkcije V (r).

2 2

r=\s -r =43

r=6.2

V lB' 2 174.6
=3Bv=3rav= d

6.2
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Odredivanje ekstrema

Ono $to nas ovdje vise zanima jest zatraziti od
GeoGebre da nam izra€una maksimum funkcije
V (r) prikazane grafom bez pomicanja klizaca r. U
polje za unos valja upisati formulu za obujam za-
mijenivsi varijablu s varijablom x, odnosno:
fx) = 1/3 x% w sqrt(s? - x?).

Kako funkcija nije polinom do ekstrema nece-
mo dodi izravnom naredbom, veé preko deriva-
cije. Da bismo dobili derivaciju upi§imo naredbu
Derivacija[f] ili jednostavno f'(x). Odabirom ala-
ta za upis teksta, klikom na crtacu plohu i upisom
izraza "f '(x) =" + f(x), te uklju¢enjem LaTeX for-
mule mozemo dobiti zapis kakav je na priloZzenoj
slici. Nulto¢ku prve derivacije dobije se naredbom
B = Nultocka [ f'(x), 6], gdje je broj 6 pocetna vri-
jednost za Newtonovu metodu. Ekstrem funkcije f
je jednostavno (x(B), f(x(B))).

12 2 2
1{x)=5x 314476 -X
2.00x\-x47 621085 C=(6:21,176.85)
| roo= i
{-x +78
B=(6.21,0)
'8

Demonstracija numerickih
metoda

Numericke metode odredivanja nultoc¢ke funkci-
je, iako Cesto jednostavne po ideji, mogu izgledati
nepristupacne zbog silnih uzastopnih izracunava-
nja. Uz to lako se potkrade greska, a i cijeli postu-
pak moze biti uzaludan ukoliko se izabere nepo-
voljna pocetna vrijednost. Vjerujem da mnogi koji
su te metode ucili teoretski zapravo ih prakticno
nisu koristili. To je sada §ansa za racunala. Izrav-
no programiranje ili programi poput Excela mogu
nam tu itekako pomoc¢i. No, s ni¢im tako jedno-

stavno, atoliko zorno nece ispasti kao u programi-
ma dinami¢ne geometrije. Na slici vidimo metodu
sekante. Kako je to izvedeno vidi se iz priloZzene
tablice koju je GeoGebra automatski producirala
(Izbornik Pogled > Opis konstrukcije).

L%, Opis kanstrukcije
Datoteka Fogled Pomod

Br. |ime | Definiciia
1 [funkcijaf
2 tofka A tocka na s
2 Wockm i A, MedA] )
4 |wekior u Walkior(s, ]
5 tofka B tocka nawds
b MEaD |8, BB
T |wekiory Wektor[B, O]
B |pravat s, pravac krozC, D
9 tofka E sjeciste od 5, xOs
10 Wikn b &TEl. BEN
11 _vektnrw Wekior[E, F]

12 |pravacs, pravac krozF, C

13 ftoikaG  sjeciéte adx0s, s,
14 ks H GG, ARG

15 wektorz  Wektof[3, H]

18 |pravac s, pravac kiozH, C
17 tofkal sjeciste od 5, ¥0s
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Sve odjednom u po volji
mnogo koraka

Konstrukcija kakvu smo izveli u prethodnom za-
datku je jednostavna jer se ide korak po korak.
Programi dinami¢ne geometrije mogu izvesti pro-
izvoljan broj koraka odjednom. U GeoGebri se za
to Koristi naredba:

Niz[izraz, varijabla, od, do].

Uporabom te naredbe konstruirat éemo Newtono-
vu metodu. Krenimo od neke funkcije f; zadajmo
parametar n kao kliza¢ u granicama od 1 do 20 s
korakom povecanja 1. Nacrtajmo neku toc¢ku 4 na
apscisi i odredimo broj x, = x(4). Metoda se za-
sniva na ideji da se u tocki (x,, f'(x,)) povuce tan-
genta i u to¢ki x, u kojoj ona sijece apscisu nova
je aproksimacija, odnosno nastavlja se postupak
povladenja tangente u tocki (x,, f (x,)). Jednadz-
ba tangente u tocki (x,, f(x,)) glasi:

y _f(xn) =f'(xn)(x _'xn)'
Stavimo li da je y = 0 dobivamo novu aproksima-

ciju:
S x,)

Xyl = Xy _f'(x )
n

Tu formulu ukljucit ¢emo u naredbu Iteracijska-
Lista koja daje niz iterativnih funkcijskih vrijedno-

sti, odnosno niz svih aproksimacija do broja n:
NA = IteracijskaLista[x — f{x) / f(x), x_0, n].

Za prikaz tih aproksimacija kao to€aka na apscisi
potrebno je zadati ugnijezdenu naredbu:

TnA = Niz[(Element[NA, k], 0), &, 1,
Duljina[NA]].
Tumadenie:

* Element[NA, k] — daje k-ti element liste NA

* Duljina[ NA] - broj elemenata liste NA, koji
je ovdje gornja granica naredbe Niz;

* (Element[NA, k], 0) — crta tocke.

Da bi nacrtali niz to¢aka na grafu najprije odredi-
mo skup vrijednosti:

SV = Niz[ f(Element[NA, k]), k, 1, n + 1].
Toc¢ke na grafu dobit ¢emo naredbom:

TnG = Niz[(Element[NA, k], Element[SV, £]),
k,1,n+1],

atangente:
Ta = Niz[Tangenta[ Element[ TnG, k], f], &, 1, n].

Dinamicni tekstualni ispis niza aproksimacija do-
bije se naredbom:

"Niz aproksimacija: x i ="+ NA.

Niz aproksimacija: x ={0.7244, ]

Skup vrijednosti: y={0.89505, -1
-2

n=4 % N
o = N\
0
¥ L] L]
3 2 1

81332, 2.56226, 2.2

90828,-0.31303,-0.01866, -0.00009}
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(- Dioklova cisoida - Windows Internet Explorer

Toc¢nost preko granica prikaza

GeoGebra prikazuje rezultate s to¢noscu na petu
decimalu. Pojavi li se primjerice na nekom mjestu
u nizu SV (skup vrijednosti) iz prethodnog primje-
ra 0 opravdano je postaviti pitanje je li doista rije¢
o nuli. Na jedan okoli$§an nacin to mozemo sazna-
ti, odnosno privoljeti GeoGebru na vecu preci-
znost u prikazu. Program “zna” je li mu ono sto je
prikazano kao 0 to i stvarno, pa je dovoljno zadati
niz uvjetnom naredbom:

Provjera = Niz[Ako[100000 Element[SV, i] ==

0,0,i],i, 1, n+1]
Ovdje program usporeduje redom c¢lanove niza
SV uvecéane 100 000 puta s nulom. Ukoliko se ra-
zlikuju piSe redni broj elementa, a ako je jednak
daje 0. Na taj nacin ¢emo dobiti jednostavan niz
brojeva, na primjer:
{1,2,3,4,5,6,0,0,0, 0}.

To nam govori da se prva vrijednost manja od
10 u skupu vrijednosti SV nalazi tek na sedmom
mjestu dok je u samom skupu SV bila prikazana i
ranije. To€nu poziciju ovako definirane prve nule u
dinami¢nom okruzju mozemo odrediti naredbom:

pn = Maksimum[Provjera] + 1.
Na kraju je moguce dobiti i vrijednost te nove
aproksimacije s to¢no$¢u na deset decimalnih
mjesta kroz naredbu za dinamiéni tekst:
+ pn + “. aproksimacija je “ + Element[NA,
pn]*100000 + “/100000”.

GeoGebra se pokazuje kao vrlo precizan i pouz-
dan alat u rjeSavanju jednadzbi i drugih matematic-
kih zadataka ali ¢e pritom zahtijevati malo matema-
ticke maste i kritiCke provjere onoga Sto dobijemo.
A nije li upravo to ono sto se od nas ocekuje pri
uporabi strojeva?!

Nekoliko linkova za dugo
toplo ljeto

1. Za bolje razumijevanje numeri¢kih metoda
toplo vam preporucujem Numeric¢ke metode i
praktikum Aleksandra Maksimovica s Instituta
Rudera BoSkovi¢a: www.irb.hr/users/
maks/numericke.html. U prezentacij-
skom pdf formatu opisani su i primjeri kobnih
pogresaka u izracunima.

2. Dragoslav i Borde
Herceg (Sveuciliste u
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