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Primjer

Branimir Daki¢, Zagreb

Razvijati logi¢ko i matemati¢ko misljenje. Razvijati sposobnost apstraktnog misljenja. Razvijati
sistemati¢nost, kritiénost, kreativnost u¢enika. Njegovati pozitivne navike kao $to su upornost,

radiSnost, urednost, to¢nost.

Navodenje ovakvih ciljeva u¢enja matematike do-
nedavno je bio obvezan pedagoski dekor kojim
su se ureSavali planovi i programi ili pak pismene
priprave nastavnika.

Vige se pritom mislilo naznaditi smisao i svrhu na-
stave i uCenja matematike u Skoli kao i mjestu ma-
tematike u sustavu obrazovanja, nego li kako te
vrlo slozene i zahtjevne ciljeve provesti u djelo i
konkretno ostvariti. Skolski je sustav u drugoj po-
lovini 20. stolje¢a tek djelomice pratio i uvazavao
drustvene promjene i promjene u svijetu znanosti.
Uglavnom je slijedio tradiciju, nastavljaju¢i se na
tzv. austrougarsku skolu. A to je, pojednostavljeno
i opcenito, znadilo: Organizirati i razvijati kvalitet-
no i siroko opce obrazovanje, kako bi se dobila Sto
kompletnija i sposobnija (kompetentnija) intelektu-

1 Izlaganje odrzano na stru¢no-metodi¢kom skupu u Puli, 5.
listopada 2007.

alna elita koja bi, zbog svestranosti i dobrih teme-
lja, imala Sire poglede na svijet te bi se lako prila-
godavala i najzahtjevnijim svakovrsnim poslovima.

Takav pristup bio je, a bio bi mozda i danas, vrlo
razuman i prihvatljiv da nije postupno zaglavio. | to
iz Citavog niza razloga: pretrpanih nastavnih pro-
grama (Citati: sadrzaja ucenja), nekriticke i nereal-
ne ravnopravnosti nastavnih predmeta, ignoriranja
posebnih interesa i sklonosti u¢enika, zanemari-
vanja tehnic¢kih i tehnoloskih otkri¢a, zastarjelih
metoda i oblika rada u nastavi itd. A kad je o na-
Sem Skolstvu rijec, valja spomenuti i stalno materi-
jalno osiromasenije Skolstva s brojnim negativnim
posljedicama.

Ciljevi obrazovanja u suvremenoj se Skoli defi-
niraju izravnije. Oni jasno izraZzavaju zahtjeve da
Skola $to prije i Sto ucinkovitije proizvede osobu
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obrazovanu primjereno trenutacnim potrebama
drustvene zajednice, a to znaci osobu koja je:

* snalaZzljiva u svakodnevnom Zzivotu,

* sposobna za nastavak obrazovanja,

e sposobna brzo se ukljuditi u radni proces,

* prilagodljiva promjenama na radnom mjestu,
* spremna na stalno samostalno ucenje,

* Siroko obrazovana u smislu pristupa
rieSavanju problema.

IS¢itavanje ovih ciljeva implicira svojevrstan za-
okret u temeljnim postavkama provedbe nasta-
ve matematike: U&enje matematike treba podre-
diti stvarnim potrebama suvremenog Zivota. Ono
treba biti ¢im pragmatic¢nije. Zbog toga matema-
tiku treba uditi kroz rjeSavanje raznovrsnih, stvar-
nih i konkretnih problema te na temelju toga valja
razvijati ideje i koncepte. Ne treba ulaziti u dubinu
pojedinih matemati¢kih sadrzaja, ne treba teoreti-
zirati. Znanja se imaju stjecati i usvajati prirodno i
spontano kroz aktivan suradnicki rad u¢enika i na-
stavnika koriste¢i se pritom svim dostupnim resur-
sima, prije svega internetom.

Ovakav pristup za matemati¢are mozda i nije pot-
puno neprihvatljiv, ali oni su svjesni da njegova kri-
va provedba i tumacenje skriva u sebi ozbiljne pri-
jetnje. Svakako je najozbiljnija od njih opasnost od
vulgarizacije same matematike, od gubljenja nje-
zinih glavnih obiljeZja pa i samog njezinog iden-
titeta.

Nagle i nedovoljno promisliene promjene rijet-
ko kad daju pozitivne rezultate. Sjetimo se samo
moderne matematike, pokreta koji je poput veli-
kog pozara harao nastavom matematike u svijetu
u 60-im godinama proslog stoljeca i koji se naglo
ugasio. No kako nekad, tako i danas najveca opa-
snost po matematiku prijeti od agresivnih i gor-
ljiivih zagovornika i promotora novih ideja, Cija je
kompetentnost uglavnom obrnuto proporcionalna
njihovim sposobnostima i stru¢nosti.

O primjeru

U nastavi matematike primjeri imaju vrlo veliku i vi-
Sestruku didakti¢ku ulogu kod svih uzrasta. Oni

mogu posluZziti i za uvodnu motivaciju, mogu bi-
ti potkriepa novoobradenom nastavnom gradi-
VU, pri vjezbanju doprinose boljem razumijevanju i
trajnijem usvajanju sadrzaja ucenja itd.

Primjer je u suvremenoj Skoli vazan ¢imbenik na-
stave matematike, ¢ak Stovise, pridaje mu se i ve-
¢a pozornost nego ranije. U to nas moZe uvjeriti
ve¢ povrsan uvid u, primjerice, americki ili kanad-
ski udzbenik matematike. Uzgred, iz tih zemalja
danas se Sire najjaci utjecaji na nastavu matema-
tike u svijetu, a u njima je opisani trend i najjace
izrazen. U spomenutim udzbenicima dominira-
ju primjeri, ima ih na stotine, a kako bi se istakla
njihova vaznost, uredno su popisani na pocetnim
stranicama knjiga. Vecina tih primjera pojedno-
stavljene su ili idealizirane stvarne situacije. No u
tome ni nije problem, jer njihova prava matema-
ticka interpretacija ¢esto nije dostupna uzrastu
ucenika. Problem je u tome $to se vrlo Cesto ra-
di o iskonstruiranim, izmisljenim, nategnutim pa i
besmislenim primjerima. Ponekad je to posljedi-
ca ¢injenice da se bas svaki dio gradiva ne moze
potkrijepiti pravim primjerom primjene.

Konkretni primjeri ne smiju biti sami sebi svrhom i
njihovo rie§avanje ne moze biti iskljuciv cilj ucenja
matematike. Primjerima treba jasno odrediti i ulo-
gu, i pravu mjeru, i nadin prezentacije. Oni treba-
ju biti didakticki materijal koji pridonosi motivaciji,
koji je u sluzbi zora i koji umanjuje apstraktnost sa-
drzaja s ciliem njegova boljeg razumijevanja. Do-
bar i uvjerljiv primjer potpora je u¢enju. On moze,
izmedu ostalog, uvjeriti u¢enika da od u¢enja ma-
tematike ima i stvarne koristi.

Prije svega, primjeri moraju biti:
e suvisli i dojmljivi,
¢ konkretni,
e uvijerljivi i realni,
* primjereni uzrastu,
e zanimljivi i poticajni,
* raznovrsni.
Primjeri ne smiju izazivati neugodne asocijacije i

ne smiju banalizirati matematic¢ka znanja.

Razradu svake pojedine od navedenih to¢aka (a
moglo bi ih se dopuniti jos kojom) drzimo nepo-
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trebnom jer vjerujemo da je savim razvidno o Ce-
mu se radi.

U nastavku ¢lanka bavit ¢emo se samim primje-
rima, njihovim mjestom i ulogom u nastavi mate-
matike. Navest ¢emo pritom kao ilustraciju i zornu
potporu Citav niz konkretnih primjera.

Motivacijska uloga primjera

Jedna od glavnih uloga zadavanja realnih i prak-
ticnih problema jest motivacija — pobudivanje uce-
nika na aktivno sudjelovanje pri obradi novog gra-
diva. Primjer moZze imati jak motivacijski u¢inak.
Kadgod je to moguce, neka uvod u obradu ne-
ke teme zapocne lijepim i konkretnim primjerom.
Mozda ¢emo ga uspijeti i potpuno rijesiti i time utr-
ti put za poopcenie ili teorijsku obradu teme. Ako
ne, ako je problem koji smo otvorili izrazito zani-
mljiv ali je suviSe originalan, navest ¢emo ga, de-
taljno objasniti a njegovo rjesenje provesti nakon
usvajanja novih znanja.

Ovako, iz prve ruke, mozemo se prisjetiti nekih pri-
mjera: poznate Gaussove dosjetke Ciji je ucinak u
zbrajanju nekih nizova vrlo dojmljiv. Dobar je i pri-
mjer s nagradom izumitelju Sahovske igre pri uvo-
du u obradu potencija, a uz istu temu vrlo je zgod-
no prebrajanje predaka neke obitelji.

Vrlo je dobra zorna potkrijepa poopéenom poj-
mu kuta (uz ve¢ uobicajenu uru) primjer bacaci-
ce kladiva. Tu je i primjer skakacice uvis uz obra-
du kvadratne funkcije. U obje discipline Hrvatska
ima atletiarke svjetskog formata pa su ti primje-
ri time i zanimljiviji.

U nastavku dodajmo jos i nekoliko potpunije obra-
denih primjera.

Primjer 1.

Cijena rabljenog automobila prije svega ovisi o
godini proizvodnje. Svake se godine vrijednost
automobila umanjuje za 25% u odnosu na pret-
hodnu godinu.

Ako je nov automobil kupljen po cijeni od 15 000
eura, kolika mu je cijena nakon

1) 5godina; 2) 3.5 godine; 3) 75 mjeseci?

Potrebno je izracunati pad vrijednosti automo-
bila nakon svake godine, tijekom deset do pet-
naest godina, i ucrtati odgovarajuée tocke u ko-
ordinatni sustav. Analiza grafa pokazuje neke
osobine funkcije koju moZzemo zapisati u obliku
C(t) = Cy(0.75) gdje je C, cijena novog automo-
bila, a C(f) njegova cijena nakon ¢ godina.

U ovom trenutku moze se prije¢i na definiranje ek-
sponencijalne funkcije uz napomenu kako ¢emo
se odgovorima na pitanja iz primjera vratiti kasnije.

No kao uvod u istu temu moze posluziti i svoje-
vrstan eksperiment koji uéenici mogu provesti u
obliku domaceg zadatka. Pratit ¢emo pad tem-
perature vru¢eg €aja u znatno hladnijoj okolini.
Uzmimo c&aj zagrijan na temperaturu od barem
70° C iizlozZimo ga vanjskoj temperaturi za koju bi
bilo dobro da je ispod nule. Uronimo u ¢aj termo-
metar i u vremenskim razmacima od 5 minuta bi-
liezZimo pad temperature ¢aja. Crtamo graf. Provo-
dimo matemati¢ku obradu ove pojave.

e QOvakva tema moze biti predmet seminarskog
pa ¢ak i maturalnog rada, a moze se izvesti
i kao mali projekt uz sudjelovanje skupine
ucenika koja svestrano obraduje pojavu.
Neki motivacijski primjeri mogu biti usmjereni na
stvaranje intuitivne predodzbe o sadrzaju koji ¢e
se netom obradivati. Tako je na pocetku obrade
Sukladnosti likova zgodno navesti primjer s ofis-
cima prstiju.

Primjer 2.

Daktiloskopija je grana biometrike koja se ba-
vi proucavanjem otisaka prstiju. Otisci prstiju
su jednoznaéni i ne postoje dvije osobe, ¢ak ni-
ti jednojajéani blizanci, koje imaju jednake otiske
prstiju. Otisci prstiju vremenski su nepromjen;jivi i
potpuno neprikladni za krivotvorenje.
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Uz ovaj primjer zanimljivo je spomenuti kako je
tvorac metode ljudske identifikacije putem otisa-
ka prstiju lvan Vuceti¢, Hrvat roden u Hvaru 1858.
godine. Emigrirao je u Argentinu gdje je u policij-
skom uredu u La Plati bio ravnatelj odjela za sta-
tistiku.

Kako ustanoviti pripadaju li pronadeni otisci prsti-
ju nekoj osobi ili ne pripadaju?

Jasno je da valja provesti usporedbu otisaka. |
kroz takvu analizu razvija se intuitivni dojam su-
kladnosti.

Primjer 3.

Prigodom obiljezavanja 300-te obljetnice pojave
Descartesova djela Discours de la méthode, 1937.
godine francuska posta tiskala je prigodnu mar-
ku. Nakon §to je marka pustena u promet, uo¢ena
je pogreska te je povuéena i otisnuto je novo izda-
nje. Na slikama su dane obje, i prva i druga mar-
ka. Koja ima gresku?

TVTrT T T vTTTT T Yy

:
E
E
]
:

Sliéno kao i u prethodnom primjeru, valja uspo-
rediti dvije sli¢ice. Kako? Pa jedna je moguénost
provjeriti marke tako da se sli¢ice poklope, a to je
intuitivan povratak pravoj matematickoj ideji o za-
shivanju sukladnosti dvaju likova na temeljima izo-
metrijskih transformacija.

Dobra je prigoda da se kaze nesto i 0 samom
Descartesu, tim prije $to je neposredno obrade-

no gradivo bilo najuZze povezano s metodom ko-
ordinata.

Primjer kao potkriepa
novom gradivu

Nakon uvoda ili neposredno nakon obrade no-
vog gradiva obi¢no zelimo dati potkriepu nekim
probranim primjerima. Cesto su to formalni, moz-
da tek neSto manje apstraktni zadaci, usko vezani
uz temu. Ipak, ubacimo i neki konkretan pa makar
i jednostavan i kratak primjer, kako bismo prido-
nijeli to boljem razumijevanju gradiva koje smo
obradivali.

No, primjer moze biti jednostavan ali i vrlo sadr-
zajan i time je njegova didaktiCka vrijednost veca.
Evo jednog primjera uz kvadratnu jednadZbu.

Primjer 4.

Hrvatska je bogata raznim $piljama i jamama. Du-
bina jama kre¢e se i do vise od 1 000 metara, a
najdublja je Lukina jama na Sjevernom Velebitu.

Kako izmijeriti dubinu neke jame?

Zamislimo da se neka jama pruza okomito u ze-
mlju i da je na njezinu dnu voda. Dubinu jame mo-
gli bismo izmjeriti na ovaj nacin: Uzmemo kamen i
pustimo ga da slobodno pada. Izmjerimo vrijeme
od ispustanja kamena do trenutka kad do nas do-
pre zvuk njegova udarca o povrSinu vode.

Pretpostavimo da je to vrijeme 10 sekunda.
Nakon ispustanja kamen slobodno pada i vrijeme
padanja je jednako ¢, = % = 0.45+'s sekunda.

Vrijeme potrebno da zvuk stigne od dna do vrha
jame jednako je t, = 32—0 ~ 0.003s sekunda.

Ukupno vrijeme je jednako t = ¢, + £,, odnosno

2s S _
g* 340 ~ 10.

Uz prethodno prihvacéene priblizne vrijednostiima-
mo jednadzbu 0.45+s + 0.003s = 10.

Prepoznajemo kvadratnu jednadzbu s nepozna-
nicom vs.

7
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relativna opasnost sudara (%)

50 R /
40

Naime, jednadzbu mozemo zapisati u obliku iz
kojega je to sasvim razvidno:

0.003 (v5)2 + 0.45 V5 — 10 = 0,

Od dvaju rieSenja ove jednadzbe prihvac¢amo po-
zitivno, Vs = 19.6483 pa je s = 386 metara.

Primjer 5.

Uz obradu eksponencijalne funkcije vrlo je pou-
¢an, zoran i ilustrativan primjer utjecaja koli¢ine al-
kohola ili neke droge u krvi vozac¢a na sigurnost pri
voznji automobila.

Bilo bi dovoljno samo prikazati i komentirati slje-
dedi graf:

/Z

neodgovorna
30 voznja pod
utiecajem
o alkohola /
riziéna
20 voznja nakon / .
konzumiranja | alkoholizam
alkohola I
odgovorno |
10 | konzumiranje !
alkohola / |
I
I
Ro / |
0 : :
0.05 0.10 0.20 0.22

0.15
0.14

razina alkohola u krvi (%)

W) Wele) Tl elefe]

Broj ¢asica s 3 ml 86%-nog viskija na primjeru ucinka
na muskarca od 75 kg dva sata od zadnjeg obroka

Graf prikazuje povecanje tzv. relativnog rizika od
nesrece za vozaca Cija je masa oko 75 kg i to dva
sata nakon uzimanja alkohola i nakon jela. Relativ-
ni rizik usporeduje Sanse za prometni incident vo-
zaca koji je konzumirao alkohol s onim koji nije.

Mala ¢asica nacrtana ispod apscisne osi poka-
zuje koli¢inu alkohola koja je dovela do one kon-
centracije alkohola u krvi §to je nazna¢ena na osi
x. Jedna casica znaci koli¢inu koja odgovara 3 ml
jakog pica.

Prakticni problem pri
uvjezbavanju

Pri uvjezbavanju novog gradiva razvijamo vjesti-
ne i navike i to u pravilu provodimo rjesavanjem
nizova jednostavnijih i kra¢ih zadataka. No viezbe
valja osvjeziti i sadrzajnijim, zanimljivijim primjeri-
ma koji sadrze neke zgodne Zivotne situacije. Evo
dvaju primjera uz obradu potencija.

Primjer 6.

Kineski je zid najimpresivnije djelo ljudskih ruku.
Dugacak je 6 352 km, Sirok do 8 metara. Njego-
va je gradnja zapoceta u 5. st. prije Krista, a dovr-
Sena je negdje u 17. st. Kako bi se naglasila nje-
gova veli¢ina, ¢esto se navodi kako je zid jedina
gradevina na Zemlji vidljiva s Mjeseca. No je li to
uistinu tako?

Usporedimo S$irinu zida s debljinom ljudske via-
si. Imamo sljedece podatke: najveca Sirina zida je
8 m, debljina vlasi je 8 - 10 m, a udaljenost Zemlje
od Mjeseca iznosi 3.84 - 108 m.

Ako se zid $irine 8 m vidi s udaljenosti 3.84 - 108 m,
s koje se udaljenosti vidi vlas ljudske kose? Iz jed-
nakosti:

8:384-108=8"-107:x,
izracunamo

x=23.84 - 10°m =3 840 m=3.84 km.
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Ocito, nema govora o tome da se Kineski zid vidi
s Mjeseca. To bi bilo isto kao vlas ljudske kose vi-
djeti s udaljenosti od oko 4 km.

Prethodni primjer ima jo$ jednu pouc¢nu svrhu, ra-
zvijanje kriticnosti pri analizi i rjeSavanju stvarnih
problema. Takav je primjer s vidrom.

Vrlo je zanimljiv jo$ jedan primjer koji je vezan uz
prakti¢no racunanje s velikim brojevima.

Primjer 7.

Od pocetka 1922. do kraja 1923. inflacija u Nje-
mackoj podigla je indeks cijena sa 100 na
10 000 000 000. To je dovelo do toga da su se
malo vrijedne stvari pla¢ale ogromnim koli¢inama
novca. Na slici su lice i nali¢je jednog obi¢nog pi-
sma. Koliko je iznosila postarina za ovo pismo ako
su na prednjoj strani nalijepljene tri marke po dvije
milijarde i Cetiri od po 500 milijuna, a na straznjoj
50 maraka po 200 milijuna? Neka rezultat bude
dan u znanstvenom zapisu.

Ovi posljednji primjeri imaju jo$ jednu pouénu sa-
stavnicu, razvijanje kriti€nosti pri rieSavanju prak-
tiénih problema. Olako se prelazi preko rezultata
dobivenih rieSavanjem zadataka, bez osvrta i ra-
sprave. A u nekim situacijama kriti¢nosti ne nedo-

staje niti u sadrzajnom smislu. Tako ¢e se primjeri-
ce olako parabolom zamijeniti lan¢anica, premda
su to dvije posve razliCite i vrlo vazne krivulje. No
to je ve¢ nova tema.

Primjer 8.

Pri ponavljanju i viezbanju takoder je dobro nave-
sti neki primjer iz povijesti. Tako je primjerice vrlo
zgodan sliededi isjecak iz jednog starog udzbeni-
ka matematike. Rije¢ je o knjizi "Pouka o mérstvu"
za viSe gimnazije i viSe realke iz 1867. godine koju
je ponasio V. M. Golub.

II. PakruzZnica.

Lik’l?& §. 251. Pakru#-
—§ nica (elipse) jest ta-

kojoj svaka pojedina
totka ima prema
dvéma zadatima toc-
kama zadata pravca
1 takove daljine, da je
sbroj tih- daljinah
svagda jedan isti,
t. j. za sve njezine
totke jednak,
~ Ako su 4 i B

JEO
i 5]
nidERibeng a2 o

Pri ponavljanju gradiva o elipsi u¢enici mogu ana-
lizirati definiciju elipse ili izvod njezine jednadzbe
te je usporediti s onima koje smo mi izveli. Takva
¢e analiza zasigurno pridonijeti trajnijem usvaja-
nju ovog gradiva.

Kad smo ve¢ kod elipse, dobar je primjer i tlocrt
pulske Arene. Naime, sve do nedavno uzimalo se
da taj tlocrt ima oblik elipse, ali se to nije provjera-
valo. Dipl. ing. Hrvoje Culjak proveo je 2001. godi-
ne provjeru ove pretpostavke te je ona potvrdena.

Sliededi primjer svojevrsna je mala zagonetka ko-
ja moze malo podiéi raspolozenje u razredu, ali i
potaknuti dosjetljivost uc¢enika.

Primjer 9.

Na ulici stoji Covjek. Suneve zrake padaju prema
Zemlji pod kutom od 66°30’. Sjena ¢ovjeka duga
je 1.1 metar. Kako se zove taj Covjek?

kova kriva cérta, u
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Iz danih podataka mozemo izracunati visinu ¢o-
vieka: v= 1.1 - tg 66.5° =~ 2.53 cm. Covjek je o¢i-
to daleko iznad prosjecne visine. Uvid u Guinne-
ssovu knjigu rekorda dat ¢e nam odgovor. Dolazi
iz Ukrajine i zove se Leonid Stadnjik, roden 1971.
godine i odnedavno je svjetski rekorder u visini.
Na slici ga vidimo u drustvu ukrajinskog predsjed-
nika Viktora Juscenka.

Prakticni problemi i
provjera znanja

Provjere znanja sastavni su dio u€enja i nasta-
ve matematike. Ciljevi su im viSestruki, od potica-
nja na ucenje pa do prac¢enja uspjesSnosti ucenja.
Provjere znanja trebaju biti uskladene sa sadrza-
jima i nadinom rada u nastavi i u svojoj zahtjev-
nosti niti smiju biti previSe banalne, niti pretjera-
no originalne.

Kako u provjere znanja ugraditi zadatke s prak-
tiénim i stvarnim problemima za koje smo rekli da
u suvremenom ucéenju matematike u $koli imaju
vrlo znacajno mjesto? Iskustvo govori kako su ta-
kvi zadaci Cesto kriticna tocka pri samostalnom
radu ucenika. Postavljanje istih ili sasvim sli¢nih,
ve¢ rijesenih problema ne bi imalo smisla. A ako
je pak postavljeni problem i sloZen ili potpuno nov,
njegovo rieSavanje prije svega zahtijeva puno vre-
mena a i rezultati su neizvjesni. Odlu¢imo li ipak u
provjeru znanja ugraditi neki zadatak u kojem va-
lja provijeriti sposobnost primjene obradenog gra-
diva na prakti¢ne i svakodnevne probleme, onda
to valja svesti na $to jednostavniji oblik: na Citanje
s razumijevanjem nekog teksta, na provjeru sna-
lazenja i tumacenja grafi¢kih zapisa ili zapisa u
obliku neke formule i sl. Primijenjeni zadaci u pro-
vjerama znanja moraju biti jednostavni, jasni, ned-
vosmisleni i primjereni.

RjeSavanije slozenijih prakticnin problema moze
se provoditi putem seminarskih radova ili putem
malih projekata. | takav oblik rada moze se sma-
trati provjerom znanja i ocijeniti, Sto je mozda i vri-
jednije od standardne provjere znanja.
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