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Rjesenja jedne zanimljive

logaritamsko eksponencijalne jednadzbe

Ela Rac Marini¢ Kragi¢, Zagreb

Koliko rieSenja ima jednadzba

) ?
(16) = log, x* ()
U prvi trenutak pomislit ¢emo da ima samo jed- (. fogy ,
no rjeSenje. Nacrtamo li u koordinatnom sustavu \2.5 16 .

X 1
grafove y = (%) iy = log% x, ucinit ¢e nam se \92 (ﬁ)X /,/
da se oni sijeku samo u jednoj to¢ki. Nacrtamo \ ,

7

li grafove uz pomo¢ rac¢unalnog programa Geo- 1\5 i
Gebra mozemo donijeti isti zakljucak (vidi sliku 1): //

u 1
grafovi y = (%) i = log, x sijeku se u jednoj ,//

16 7
to¢ki koja se nalazi na pravcu y = x jer su ove dvi- 0.5 ’
je funkcije medusobno inverzne. ,x\
Ol

Neposrednom provjerom lako ¢emo se uvjeriti da //y/=°X p5 |1 ‘-5\2\2-5 3 ps
ova jednadzba ima jo$ dva rieSenja i to za 7-05 ——

x=%ix=%. Slika 1.
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Povec¢ajmo prikaz 100 puta, odnosno 1 000 puta,
i vizualno se uvjerimo u gornje zakljucke (vidi slike
23 —u gornjem lijevom i donjem desnom uglu vi-
de se koordinate rubova prikaza):

(0118, 039) /

za razli¢ite vrijednosti broja a, pri ¢emu je a > 0,
a=17?

Pokusajmo za poCetak otkriti rjeSenja koriste¢i se
programom GeoGebra. Zadamo broj a kao kliza¢

=(0.25,05)

\\/A= 0.36, 0.36
N

/ N
/ G =(0.5,0.25)
y=x
0.61, 0.22)
Slika 2.
= 9,70:501)
B =(0.25, 0.5)

Grafovi su toliko blizu da se ¢ini kako se stapaju u
jednoj tocki te nam je potrebno dodatno poveca-
nje da se uvjerimo u odnose izmedu grafova.

Ovaj zaklju¢ak navodi nas na sliedece pitanje: ko-
liko riesenja ima jednadzba

B

a* = log, x

(0.256, 0.495)

Slika 3.

s korakom povecanja 107, s vrijednostima
od 107 do 5 i pokusajmo dobiti presjeke kri-
vulja alatom za sjeciste dvaju objekata. Po-
kazat ¢e se da je ova metoda nedostatna jer
za jako male iznose broja a ¢ak i kada vizual-
no uoCavamo tri tocke presjeka, program ne
moze odrediti jednu od njih. Tako, primjeri-
ce, ujednadzbi (2) zaa = 0.00005 dobit ¢e-
mo kao presjek tocke C (0.99609, 0.00052)
i B(0.20713, 0.20713), dok ¢e tocka presje-
ka najbliza osi y ostati ‘nedefinirana’. Na ovaj
je nac¢in ne moZemo odrediti. Zato pokusaj-
mo primijeniti Newtonovu metodu odredi-
vanja sjecista krivulja — zadat ¢emo nared-
bu Ssjeciste[f,g, (0.00001,0.00009)]
kojom program odreduje sjecista od fi g
s pocetnom vrijedno$éu u tocki (0.00001,
0.00009). Ovom metodom pronaci ¢emo i
tre¢u toCku presjeka 4 (0.00052, 0.99609)
(vidi sliku 4). Treba imati na umu da su vri-
jednosti koordinata to¢aka priblizne, a pre-
ciznost odredujemo postavkama programa.
U novoj inacici GeoGebra moze prikazivati
brojeve s toénosc¢u na 15 decimala.

1.9 ool .
X =0.0005 7
y=0.0005 . 7
A 7/
7/
| Ve
0.8 a

\ ’,
| 7

Ve
0.6 ,

7/
0.4 \ 7 ’
/7

0.2 7

S'/' L — ¥y=199 0005

X

Namjestimo kliza¢ na najmanju postavljenu vrijed-
nost 1075, Upisimo naredbe:

o 02 04 06 08 Cl1 [z —#

Slika 4.
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Sjeciste(f,q,(0.00001,0.00009)]
Sjeciste(f,q,(0.00009,0.00001)],

a toc¢ku presjeka koja pripada pravcu y = x lako
postizemo direktno, alatom za sjeciste. Postupno
povecavajmo vrijednosti brojaaza 10°. Za 0 < a
< 0.06599 uotavamo tri tocke presjeka. Kako da-
lie povec¢avamo a sve se tocke stope u jednu. Za
a = 0.06599 = e~¢ jedna je tocka presjeka. Je li ta-
da stvarno samo jedno sjeciste ili se zbog poma-
ka tocaka na nove koordinate izjalovila i Newtono-
va metoda trazenja sjecista? Jesu i i tu tri tocke
presjeka toliko blizu da im se koordinate razlikuju
manje od 10 pa ih ne mozemo razlikovati zbog
ograni¢enja na 5 decimala?

Primijetit cemo takoder da se za a > 1 u pocCetku
gravai sijeku u dvije to¢ke, a zatim za a > 1.44467
~ e¢ nema tocki presjeka.

Upotrebom programa GeoGebre dosli smo do
zaklju¢aka koje nismo mogli donijeti samostal-
no, crtajuc¢i grafove logaritamske i eksponenci-
jalne funkcije istih baza. Kako bismo u potpuno-
sti bili sigurni u gornje
zaklju&ke, moramo ipak
problem razmotriti ma-
tematicki. Podijeliti ¢e-
mo problemnadvaslu-  0.5]
¢aja u odnosu na broj

je x, > f{x,). Kako funkcija raste, tada u prvom slu-
Caju vrijedi flx,) < f(flxo)) = x,, @ u drugom flx,)
> f{ flx,) = x,, §to je kontradikcija.

Koriste¢i ovu lemu dolazimo do zaklju¢ka da je
jednadzba (3) ekvivalentna sa

a'=x. @)

Kod trazenja broja rjeSenja jednadzbe pomaze
sliedeci poucak: Ako je funkcija na nekom interva-
lu [a, b] odredena i neprekidna, te vrijedi fla) < 0

f(b) > 0, tada ona ima nulto¢ku koja pripada inter-

valu {a, by. U stvari, ako funkcija raste ili pada na in-
tervalu [a, b] a na rubovima postize vrijednosti su-
protnog predznaka, ona ¢e na intervalu (g, by imati
jedinstvenu nultocku!

Napisimo jednadzbu koja je ekvivalentna jed-
nadzbi (4):
Ingq = 10X 5)

Ispitajmo tijek funkcije (x) = lnTx (vidi sliku 5).

a
O<a<lia>l. 0 p-5 !
0.5
1. a>1
Radi se o rastu¢im 1]
funkcijama.

Napis§imo jednadzbu  -1.5]
(2) u ekvivalentnom
obliku:

a’ =x. (3)

Lema: Ako je funkcija f{x) rastuca, tada su jed-
nadzbe f{ f(x)) = x i f{x) = x ekvivalentne.

Dokaz: Neka je x, nulto¢ka jednadzbe f(x) = x.
Tada vrijedi f{ flx,)) = f{x,) = x,. Obratno, ako je
S flxy) = x,, @ pritom flx,) # x,. lli je x, < flxg) ili

o™ | =
- —
N

Slika 5.

Funkcija hraste zax < e, padazax > e, aux =e
postize maksimum koji iznosi %. Zato jednadzba
(5) nemarjesenja ako je Ina > % (tj. a > e%), iima
jedinstveno rieSenje x = e kod a = et. Dva riese-
njaimati¢epril <a < et
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2. 0<a<1

Radi se o padaju¢im funkcijama. Jednadzba

a=x . a=/142 /
ima jedinstveno riesenje x, koje je istovremeno i
riedenje jednadzbe (2). Transformirajmo (2) u - )7,
a* —log, x = 0 i promatrajmo tok funkcije // 4
3 / //
fix) = a*— log, x. %
Ispitujemo njenu derivaciju 25 / /
/
oy 1 xa'ln?a-1 ] 7,
S =alna xlna  xlna 2
kojoj je nazivnik negativan za svaki x = 0 pa je 1 7
predznak derivacije uvijek suprotan od predznaka 15 » ,/
njenog brojnika @(x) = x a* In? a — 1. Lako pokaze- -y=1.4’/ 4 y
1
mo da @(x) raste Za{ < “Tha pada za x > “Tna . ~ /
azax=-qo postize maksimum @, 05 Y
Rje$avajuci nejednadzbu x a* In2 a — 1 < 0, do- [y=x~
bit éemo a = ¢ Dakle, zae™® <a <1 o) < 0 / __Jfy=log, ,ox _
0if’(x) > 0, funkcija f{x) je rastu¢a i ima samo o0 b5 0 1.5 25 |3 3.5 4.5
jednu nultocku. Ako je pak 0 < a < ¢7¢, tada je _
o(x) > 0, 9(0) = — 1, ¢(1) < 0. Znaci da ¢(x) na Slika 6.
intervalu (0, 1y ima dvije nultocke. f{x) na
tom intervalu prvo raste, zatim pada pa Y
opet raste, a u nulto¢kama funkcije ¢(x) al= 4' s
postize minimum i maksimum koji su ra- * /
zli¢iti od nule (dokazite). Dakle, u tom slu- 3'
¢aju funkcija, f{x) imat ¢e tri nultocke na _—
| /
intervalu (0, 1). 2 — |
* x % | /
1 /s
Nakon svega mozemo donijeti zakljucak: 1.x
x . y72 _— 17
Jednadzba a* = log, x ima: —_— oL _ _ _ -
o 3 2 1o 1 2 4 5 6 8
za 0 < a < e “trirjeSenja, p 4]
zae“ < a < 1jedno riesenje, , 4 . /
-2
zal <a < etdva rieSenja, /
7/ 1 -
. L _ =|
zaa= e%Jedno rieSenje x = e, y= -3 ’ Y09
7/
zaa > et niti jedno riesenje. ,
Slika 7.
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