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U školskoj matematici izvodi se i primjenjuje velik 

broj razlièitih formula. Neke od njih su jednostav-

ne, a neke su prilièno složene i pamæenje takvih 

formula za uèenike je napor i optereæenje. Formu-

le najèešæe sadržavaju nekoliko velièina. Poseb-

nu skupinu èine one formule u kojima se jedna ve-

lièina izražava pomoæu svih ostalih velièina. Takve 

su primjerice formule kojima se izraèunavaju veli-

èine geometrijskih objekata (opseg, visina, povr-

šina, oplošje, obujam i dr.). Evo niza dobro pozna-

tih formula školske matematike:

F = 2n,    F = 2n – 1,    P = a ⋅ a,    O = 4a,

P = a ⋅ b,    O = 2a + 2b,    P =   
a ⋅ b

 
____

 
2
  ,

O = a + b + c,    P =   
a ⋅  v 

a
 
 

____
 

2
  ,    P =   

a + c
 

_____
 

2
   ⋅ v,

P =  r 2 ʌ,    O = 2rʌ,      (a + b) 2  =  a 2  + 2ab +  b 2 ,

 c 2  =  a 2  +  b 2 ,    P =   
 a 2  √

__

 3  
 

____ 
4
  ,    s =   

a + b + c
 

_______
 

2
  ,

V =  a 3 ,    O = 6 a 2 ,    V = abc, 

O = 2(ab + ac + bc),    V =   
1
 

__ 
3
   r 2 πv,

O = rπ(r + s),    P =   
4
 

__ 
3
   r 3 ʌ,

O = 4 r 2 ʌ,    P =  √
_____________________

  s(s – a) ⋅ (s – b) ⋅ (s – c)   .

U èlanku [1] postavljen je problem transformacije 

formula. Pritom se pod transformacijom neke for-

mule misli na nalaženje formule za izraèunavanje 

neke druge velièine iz polazne formule pomoæu 

svih ostalih velièina, a ne samo one koja je na po-

èetku odabrana kao nepoznata. Osnovna pitanja 

su bila: kada poèeti? i kako?

U nastavi matematike èesto se pretpostavlja da 

uèenici nešto znaju ili “moraju znati”, pa se to i ne 

pouèava. To nije dobro. Nije dobro ni, kao u sluèa-

ju formula, pouèavati transformaciju razlièitih for-

mula nekoliko uzastopnih nastavnih sati, jer takav 

postupak rada s formulama nije povezan s nepo-

srednom obradom nekog matematièkog sadrža-

ja, veæ je zamoran i sam sebi svrha. Uèenici teško 

prihvaæaju rad koji nije motiviran, kojemu ne vide 

neposrednu svrhu.

Metodika nastave matematike daje jednostavan 

odgovor na postavljena pitanja. Sažet æemo ga u 

nekoliko toèaka:

Nakon izvoðenja neke formule treba • odmah 

ispitati sve moguænosti njezine transforma-

cije, uzimajuæi u obzir uzrast i predznanje 

Formule
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Formula je svaki simbolièki zapis, algebarski izraz ili jednakost, koji sadržava neku matematièku 
tvrdnju ili èinjenicu.
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uèenika. Transformacije potkrijepiti primjerenim 

motivirajuæim primjerima i zadacima.

Ukazati uèenicima na sluèajeve kad se formula • 

ne može neposredno primijeniti.

Razmotriti što formula daje primjenom specija-• 

lizacije pojedinih velièina.

Uèenike nižih razreda treba • postupno pouèavati 

da formule promatraju šire i dublje. 

Ilustrirajmo postupak transformacije formula na 

nekoliko odabranih primjera.

Primjer 1. Opseg trokuta. Ako su zadane duljine 

stranica trokuta a, b i c, njegov opseg O izraèuna-

va se pomoæu formule O = a + b + c.

Formula razrješava sluèaj a, b, c (zadano) ĺ O 

(traženo). Opseg trokuta izraèunava se zbraja-

njem duljina stranica trokuta. 

Koje su još moguænosti? Lako se uviða da formu-

la razrješava i sljedeæe sluèajeve:

O, a, b (zadano) ĺ c (traženo),

O, a, c (zadano) ĺ b (traženo),

O, b, c (zadano) ĺ a (traženo).

Za rješavanje tih sluèajeva koriste se transformira-

ne formule c = O – a – b, b = O – a – c, a = O – b 

– c, dobivene zamjenom operacije zbrajanja ope-

racijom oduzimanja.

Primjer 2. Površina kvadrata. Ako je zadana dulji-

na stranice kvadrata  a, njegova površina P izra-

èunava se pomoæu formule P = a ⋅ a.

Formula razrješava sluèaj a (zadano) ĺ P (traže-

no). Izraèunavanje površine izvodi se jednostav-

nim množenjem. I ovu formulu poznaju veæ uèeni-

ci nižih razreda osnovne škole. 

Može li se o formuli još nešto reæi? Kako se rje-

šava sluèaj P (zadano) ĺ a (traženo), tj. kako se 

izraèunava duljina stranice kvadrata  a  ako je za-

dana njegova površina P ? Matematièar bi odmah 

odgovorio: sluèaj se rješava pomoæu transformi-

rane formule a =  √
__

 P  !

Odgovor bi zadovoljavao, kad pri prvom susretu 

s problemom površine kvadrata ne bi bila rijeè o 

uèenicima nižeg uzrasta. U tom trenutku oni zna-

ju samo prirodne brojeve (i razlomke), a korijeni 

i korjenovanje za njih su još daleko! Meðutim, u 

tom trenutku i duljina stranice a i površina P smi-

ju se zadati samo iz tih skupova, pa se za rješenje 

obrnutog problema ne može odabrati transforma-

cija polazne formule P = a ⋅ a u formulu a =  √
__

 P  .

Problem se rješava pomoæu uèenicima poznatog 

postupka, rastavljanja brojeva na proste faktore. 

Razjasnimo to na jednom konkretnom primjeru.

Neka je zadana površina kvadrata P = 245025. 

Rastav na proste faktore: P = 5 ⋅ 49005 = 5 ⋅ 5 ⋅ 
9801 = 5 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 3267 = 5 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 1089 = 5 ⋅ 5 

⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 363 = 5 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 121 = 5 ⋅ 5 ⋅ 
3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 11 ⋅ 11. Vidimo da se velièina P mo-

že napisati u obliku umnoška jednakih faktora P 

= (3 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 11) ⋅ (3 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 11). Lako zakljuèuje-

mo da je duljina stranice toga kvadrata a = 3 ⋅ 3 ⋅ 
5 ⋅ 11 = 495.

Slièno se postupa i kad je površina razlomak, sa-

mo se u tom sluèaju na proste faktore rastavlja-

ju i brojnik i nazivnik. Primjerice, neka je zadana 

površina kvadrata P =   
49

 
__ 
36

  . Rastav: P =   
7 ⋅ 7
 

________ 
2 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 3   

=  (   7 
__ 
6
   )  ⋅  (   7 

__ 
6
   ) . Duljina stranice kvadrata je a =   

7
 

__ 
6
  .

Primjer 3. Površina pravokutnika. Ako su a i b du-

ljine stranica pravokutnika, njegova površina P 

izražava se formulom P = a ⋅ b.

Formula razrješava sluèaj a, b (zadano) ĺ P (tra-

ženo). Izraèunavanje površine izvodi se opet jed-

nostavnim množenjem.

Meðutim, sada ni obrnuti postupak nije težak. Ako 

je zadana površina P pravokutnika i duljina jedne 

njegove stranice, recimo a, duljina njegove druge 

stranice b izraèunava se dijeljenjem: b = P : a.

Ovaj primjer je opæenitiji od prethodnog, a ipak u 

oba smjera rješava se bez teškoæa!

Buduæi da je kvadrat pravokutnik, formula 

P = a ⋅ a za površinu kvadrata može se dobiti iz 

formule P = a ⋅ b za površinu pravokutnika speci-

jalizacijom b = a.
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Primjer 4. Površina trapeza. Ako su a i c duljine 

osnovica trapeza i v duljina njegove visine, njegova

površina P izražava se formulom P =   
a + c

 
_____

 
2
   ⋅ v.

U formuli imamo èetiri velièine. Ako zadamo tri ve-

lièine, èetvrtu možemo izraèunati. Postoje èetiri 

moguænosti izbora velièina.

Formula neposredno razrješava standardni slu-

èaj a, c, v (zadano) ĺ P (traženo). Ostala tri slu-

èaja su:

P, c, v (zadano) ĺ a (traženo),   
2P – cv

 
_______ v  ;

P, a, v (zadano) ĺ c (traženo), c =   
2P – av

 
_______ v  ;

P, a, c (zadano) ĺ v (traženo), v =   2P
 

_____ 
a + c

  .

Nalaženje transformacijskih formula ne bi smjelo 

biti problem, jer za tu svrhu potrebno je samo zna-

nje rješavanja linearne jednadžbe s jednom ne-

poznanicom. A taj postupak uèenici su usvojili ra-

nije. I ne samo to. Nalaženjem transformacijskih 

formula oni taj postupak obnavljaju i utvrðuju.

Buduæi da je paralelogram vrsta trapeza, formu-

la P = a ⋅ v  za površinu paralelograma može se 

dobiti iz formule P =   
a + c

 
_____

 
2
   ⋅ v za površinu trapeza 

specijalizacijom c = a.

Primjer 5. Broj dijagonala mnogokuta. Ako je 

M mnogokut s n vrhova, broj  D 
n
  svih njegovih 

dijagonala izraèunava se po formuli  D 
n
  =   

n(n – 3)
 

______ 
2
  .

Formula neposredno razrješava sluèaj n (zadano) 

ĺ  D 
n
  (traženo).

Pogledajmo sada obrnuti sluèaj  D 
n
  (zadano) ĺ 

n (traženo). Odmah je jasno da za zadani prirod-

ni broj  D 
n
  neæe uvijek postojati mnogokut kojemu 

je taj broj broj dijagonala. To pokazuje veæ poèetni 

dio rastuæeg niza broja dijagonala mnogokuta: 2, 

5, 9, 14, 20, 27, … . Ako pak postoji, na što se svo-

di odreðivanje broja vrhova n tog mnogokuta? 

Primjerice, pokušajmo odgovoriti na pitanje: po-

stoji li mnogokut kojemu je broj svih dijagonala 

jednak 2015027? Polazni korak je jasan: treba u 

gornju formulu umjesto  D 
n
  staviti zadani broj i sre-

diti jednadžbu za nepoznanicu n. Dobivamo jed-

nadžbu:

 n 2  – 3n – 4030054 = 0.

Prema tome, obrnuti problem ovdje se rješava 

pomoæu kvadratne jednadžbe, a transformacijske 

formule su formule za rješenja kvadratne jednadž-

be. Naravno, u osnovnoj školi taj postupak ne do-

lazi u obzir.

Pogledajmo kako se do odgovora na gornje pi-

tanje može doæi na drugi naèin. Transformacijsku 

formulu ostavit æemo u obliku umnoška, a broj 

4030054 rastavit æemo na proste faktore:

n(n – 3) = 4030054;

n(n – 3) = 2 ⋅ 7 ⋅ 7 ⋅ 17 ⋅ 41 ⋅ 59.

Još preostaje da se desna strana pokuša napisa-

ti u obliku umnoška dvaju prirodnih brojeva koji se 

razlikuju za 3. Malim kombiniranjem nalazimo:

n(n – 3) = (7 ⋅ 7 ⋅ 41) (2 ⋅ 17 ⋅ 59) = 2009 ⋅ 2006.

Mnogokut s 2015027 dijagonala postoji. To je 

2009-erokut!

Primjer 6. Pitagorin pouèak. Ako su a, b i c du-

ljine stranica pravokutnog trokuta ABC s pravim 

kutom nasuprot vrhu C, tada vrijedi jednakost 

 c 2  =  a 2  +  b 2 .

Postoje tri moguænosti izbora velièina:

a, b (zadano) ĺ c (traženo), c =  √
_______

  a 2  +  b 2   ;

c, b (zadano) ĺ a (traženo), a =  √
_______

 c  2  –  b 2   ;

c, a (zadano) ĺ b (traženo), b =  √
______

  c 2  –  a 2   .

Rješavajuæi motivacijske zadatke uèenici bi treba-

li bez poteškoæa usvojiti ove transformacijske for-

mule.

I ovdje je moguæa jedna specijalizacija. Ako je b = 

a, tada pravokutni trokut možemo prepoznati kao 

polovicu kvadrata, a c je tada duljina njegove di-

jagonale. Stavimo li b = a u prvu transformacij-

sku formulu, dobivamo poznatu formulu kojom se 

izražava ta duljina: c = a √
__

 2  .

Primjer 7. Polinom P(x) = x (x + 1)(x + 2)(x + 3) 

+ 1.

Oblik polinoma je naizgled dobar, ali se veæ pri 

traženju njegovih nula pokazuje da nije najpriklad-

niji. Sretna je okolnost da se taj oblik može dosta 
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lako transformirati na oblik koji je mnogo pogodni-

ji za ispitivanje svojstava polinoma. Pomoæu kon-

kretnih vrijednosti argumenta x iz skupa prirodnih 

brojeva brzo se otkriva da je desna strana uvijek 

kvadrat. Pogodniji oblik polinoma, što se može 

opravdati kvadriranjem, izgleda ovako:

P(x) = =  ( x 2  + 3x + 1) 2 .

Posebno u skupu prirodnih brojeva vrijedi iden-

titet:

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 =  ( n 2 +3n+1) 2 .

Ovaj identitet korisno je pamtiti.

Primjer 8. Heronova formula.

Ako su zadane duljine stranica trokuta a, b i c, nje-

gova površina P izraèunava se pomoæu Herono-

ve formule:

P =  √
________________

  s(s – a)(s – b)(s – c)  , s =   
a + b + c

 
________

 
2
  .

U vezi s njom razmotrit æemo dva pitanja.

Heronova formula ima odreðeni stupanj 1) 

složenosti. Nije uvijek prikladna za neposred-

nu primjenu. Posebno se to odnosi na sluèaj 

kad su duljine stranica trokuta iracionalni 

brojevi. Primjerice, ako je a =  √
__

 5  , b =  √
___

 11, 

c =  √
___

 17  , tada je teže izraèunati vrijednost 

površine. Zato treba Heronovu formulu trans-

formirati na prikladniji oblik. Ovako:

P =  √
______________________________

     
a + b + c

 
________

 
2
   ⋅   b + c – a

 
_______ 

2
   ⋅   a + b – c

 
_______ 

2
   ⋅   a + c – b

 
_______ 

2
    

 =  √
__________________

    
 (  (a + b) 2  –  c 2  )   (  c  2  a – b) 2     ) 

  
__________________ 

16
    

=   
1
 

__ 
4
    √

________________________________

    ( 2ab +  a 2  +  b 2  –  c 2  )   ( 2ab –  a 2  –  b 2  +  c 2  )   

=   
1
 

__ 
4
    √

__________________

  4  a 2   b 2  –      (  c 2  –  a 2  –  b 2     )  2   .

Primjenom ovog preinaèenog oblika Herono-

ve formule lako se dobiva da je površina gore 

navedenog trokuta P =   
 √

____

 219  
 

_____ 
4
  .

Preinaèena formula pogodna je za davanje 2) 

odgovora i na drugo pitanje. Ona se èesto ne 

dokazuje, pa u tim sluèajevima bez dodatnih 

objašnjenja gubi na uvjerljivosti. Meðutim, 

i tomu se može doskoèiti. Buduæi da for-

mula vrijedi za svaki trokut, mora vrijediti i za 

specijalne trokute. Uèenici dobro poznaju tri 

specijalna trokuta: jednakostranièni trokut, 

jednakokraèni trokut i pravokutni trokut. 

Lako se uvjeriti da za c = b = a iz preinaèene 

formule dobivamo P =   
 a 2  √

__

 3  
 

____ 
4
   (površina jednako-

straniènog trokuta), za c = b slijedi P =   
a
 

__
 

4
   √

_______

 4 b 2  –  a 2     

(površina jednakokraènog trokuta), a Pitagorina 

relacija  c 2  =  a 2  +  b 2  daje P =   
ab

 
__ 
2
   (površina pravo-

kutnog trokuta).

Ovim specijalizacijama postiže se dovoljna uvjer-

ljivost valjanosti polazne formule.

* * *

ZAKLJUČAK. Formule su važan matematièki sa-

držaj. Potreban je primjeren pristup kako izvoðe-

nju neke formule, tako i njezinoj primjeni. Primjere-

na obrada formula u osnovnoškolskoj matematici 

temelj je za kasniju obradu sve složenijih formu-

la i njihovih transformacija u srednjoškolskoj ma-

tematici. Zato je u ovom èlanku težište na izboru 

onih formula koje se u nastavi matematike pojav-

ljuju vrlo rano. Naravno, uèenici nižih razreda imaju 

poteškoæa s izvoðenjem, razumijevanjem i primje-

nom formula, ali naèelo je jasno: ako je u nekom 

trenutku potrebna obrada neke formule, onda ta 

obrada u tom trenutku treba po moguænosti bi-

ti sveobuhvatna. Prema tome, to naèelo odgovara 

na pitanje kada treba vršiti transformacije formula. 

Zadatak nastavnika matematike, posebno uèitelja 

matematike, jest da svojim pouèavanjem i uvaža-

vanjem naèela primjerenosti omoguæi uèenicima 

što lakše razumijevanje obrade formula. Primjere-

na obrada znaèi i trajnije znanje.
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