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Kako |e Arhimed

racunao povrsinu odsjecka parabole
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Drevni Grci i problem
izraCunavanja povrsine

Neke od osnovnih problema matematic¢ke anali-
ze geometrijskim su metodama obradivali jos sta-
ri Grei. Osim konstrukcija tangente na  krivulju i
odredivanja tezista, oni su se bavili izradunom du-
liine krivulje, povrsine lika omedenog nekom rav-
ninskom krivuljom i volumena geometrijskih tijela.
Smatrali su da je povrsina zadanog lika odredena
ako mogu Sestarom i trokutom konstruirati kvadrat
ekvivalentne povrsSine. Takvu metodu odredivanja
povrSine nazivamo kvadraturom. Kako kod poje-
dinih veli¢ina nisu mogli dobiti to¢nu konstrukciju,
sluzili su se aproksimacijama. Arhimed je izracu-
nao povrsinu kruga sluzeci se upisanim i opisa-
nim pravilnim mnogokutima. Izracunao je da se

povrsine zadanom krugu opisanog i upisanog
96-erokuta razlikuju samo za 0.0002. Sluzedi se
modernom terminologijom to bi znacilo da je Arhi-
med odredio sljedeée granice broju m:

10 1
3ﬁ <m< 37.

Slika 1.
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zanimljiva matematika

Arhimed i njegova dostignuc¢a

Arhimed je jedan od najvec¢ih matemati¢ara svih
vremena. Poznati su i njegovi radovi iz fizike i teh-
nike. Roden je 287. godine prije nove ere u Siraku-
zi na otoku Siciliji, tadasnjem gr€kom nezavisnom
gradu-drzavi.

Slika 2.

Legenda kaze da je umro od ruke rimskog legio-
nara za vrijeme Drugog punskog rata, 212. godi-
ne prije nove ere. Crtao je krugove u pijesku i uzvi-
knuo vojniku “Noli turbare circulos meos”. Njegov
je grob pronas$ao Ciceron, i to zahvaljujuci crtezu
lopte i valjka koji se nalazio na nadgrobnom spo-
meniku. Malo se zna o njegovu Zivotu. Otac mu je
bio grcki astronom i matemati¢ar Fidija. Arhimed
je brzo usvojio sva o¢eva znanja te odlazi u Alek-
sandriju (danasnji Egipat) gdje je upoznao i Era-
tostena. Kao genijalni fizicar otkrio je mnoge za-
kone: zakon poluge (legendarni je njegov uzvik
— Dajte mi oslonac i dovoljno dugacku polugu, pa
¢u pomaknuti Zemlju), poloZio osnove hidrostati-
ci, pronasao zakon uzgona (tzv. Arhimedov zakon
—nakon spoznaje je gol istré¢ao iz gradskog kupa-
tila vicuéi “Heureka”), odredio teZiste tijela, unapri-
jedio je statiku. Vrativsi se u Sirakuzu, Arhimed se
u pocetku bavio astronomijom. No uskoro poma-
Ze obrani grada od rimskih napada, gradec¢i nove
strojeve i oruzja: vatreno zrcalo, arhimedova kan-

dza, katapult, sustav kolotura za podizanje velikih
tereta malom silom, vijak koristen za pumpanje
vode iz brodova... U skladu s grékom koncepci-
jom prirode koja je uredena prema matematickim
zakonima, Arhimed je tretirao i fizikalne probleme
koriste¢i u njihovu rieSavanju matemati¢ke meto-
de. No, on se sluzio i obratnim procesima — fizikal-
ne Cinjenice koristio je u dokazivanju novih mate-
matic¢kih teorema. Tu mehani¢ku metodu koristio
je i u kvadraturi parabole.

Najveci suipak njegovi doprinosi matematici. Pro-
nasao je nacin za zapisivanje vrlo velikih brojeva.
Smislio je taj sustav racunanja s velikim brojevima
rieSavajuci problem prebrajanja pjesc¢anih zrnaca.
Sustav brojeva je pozicijski i bazira se na broju 10*
— greki popog (murias). Zakljucio je da bi broj zr-
naca koji bi ispunio svemir iznosio 10%. Takoder je
pronasao i zakon mnozenja potencija 104 - 10> =
10“**. Izra¢unao je obujam kugle i dokazao da se
obujmi valjka, kugle i stoSca jednakih polumijera i
visina odnose u omjeru 3 : 2 : 1. Arhimeda sma-
tramo ocem infinitezimalnog racuna.

Mjerec¢i povrsinu kruznice, daje aproksimacije
brojami V3.

Mnogi zakoni, strojevi, matematicke veliCine no-
se njegovo ime: Arhimedov aksiom, Arhimedova
tijela, Arhimedove kruznice, Arhimedova spirala
(jednadzba u polarnim koordinatama p = a@, vi-
di sliku 3.), Arhimedov broj, Arhimedov paradoks,
Arhimedov vijak. O Arhimedovu palimpsestu pro-
Sitajte u MiS-u broj 46.

/7 AN\

Slika 3.
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Metoda iscrpljivanja ili
ekshaustije

Aksiome na kojima se temelji ova metoda dao je
Euklid u svojim Elementima, a Platonov ucenik Eu-
doks postavlja novu metodu. On je aproksimirao
krug pravilnim mnogokutima upisanim i opisanim
krugu. Eudoks daje egzaktan dokaz da je povr-
Sina kruga razmjerna kvadratu njegova polumje-
ra, dok je Arhimed dokazao isto za omjer opsega
i promjera kruga i ustvrdio da je rije¢ o istom bro-
ju. U svojoj metodi Eudoks koristi poznati aksiom
mjere: Za bilo koje dvije veli¢ine a i b iste vrste, a
< b, uvijek postoji visekratnik od a koji je veéi od b,
tj. n - a > b. Aristotel je pokazao da uvijek mozemo
naci takav n za koji vrijedi 7 < drugim rijecima,
mozemo raspolavljati zadanu veli¢inu proizvoljan
broj puta kako bismo dobili po volji malu veli¢inu.
Metoda iscrpljivanja izvodi se u dva koraka. Prvo
se veliina 4 aproksimira drugom veli¢inom B ko-
jom je lakse baratati (racunati, konstruirati). Zatim
se dokaZe da ako ne vrijedi 4 > B niti A < B, tada
je A = B. Metoda iscrpljivanja ne izvodi se u be-
skona¢nom nizu postupaka, ona se prekida na-
kon kona¢no mnogo koraka. Ostatak koji se moze
izraCunati po volji malim Grci nisu smatrali zane-
marivom veli¢inom, nego su je koristili u dokazu
putem kontradikcije (reductio ad absurdum). Arhi-
med je, koriste¢i se Demokritovim dostignu¢ima,
razvio metodu ekshaustije rijesivsi s pomocu nje
citav niz problema koji se danas rjeSavaju integral-
nim racunom. Koristio se ovom metodom prilikom
izraGunavanja povrsine kruga, odsje¢ka parabole,
elipse, za raGunanje povrsine sfere... Njegova me-
toda uvodenja medukoraka, pretpostavkiilema, a
potom svodenja na kontradikciju bila je matema-
ti¢ki stroga i ispravna, ali i nezgrapna za $iru upo-
rabu. Iz njegovih dokaza ne moze se zakljuditi ka-
ko rieSavati klasu srodnih problema.

Arhimedova kvadratura
parabole

Dvije tisuce godina prije otkri¢a infinitezimalnog
racuna Arhimed je koristio metodu iscrpljivanja i
izraGunao povrsinu odsjecka parabole. Povrsinu

je najprije izracunao koriste¢i teoreme iz mehani-
ke, a zatim daje geometrijski dokaz, koji je ovdje
opisan.

1. Koristi se sljedec¢e svojstvo parabole: Ako tan-
genta AB dira parabolu u toc¢ki P, a tetive A B

1
A,B,, A,B,,... su paralelne tangenti, tada polovista

tih tetiva tocke C,, C,, C,,... leze na jednom prav-
cu koji je paralelan s osi parabole i prolazi to¢kom
P (vidi sliku 4.).

Slika 4.

Nadalje vrijedi:
|A1C1‘2 _ |A2C2|2 _ ‘A3C3|2 _ 1
[PC| = PC P (M

2. Promatrajmo sada odsje¢ak parabole omeden
lukom parabole APB i tetivom AB. Tetivu AB na-
zivamo osnovicom, a diraliSte P tangente zove-
mo vrhom. To¢ka C je poloviste osnovice. Prema
svojstvu (1) pravac PC paralelan je s osi parabole.
U odsjecak parabole upisimo trokut APB, a oko
nje opisimo paralelogram ABMN (slika 5.).

A\ ¢ 5/

Slika 5.
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Kako je povrsina trokuta jednaka polovini povrsi-
ne paralelograma ona je ve¢a od polovine povrsi-
ne odsjecka, a zbroj povrsina preostalih dvaju od-
sje¢aka iznad tetiva AP i BP maniji je od polovine
povrsine cijelog odsjecka. Ako dalje na isti nacin
upiSemo dva trokuta u preostale odsjecke, zbroj
njihovih povrsina bit ¢e vedi od polovine zbroja
odsje¢aka kojima su upisani, a zbroj povrsina Ce-
tiri odsjec¢ka koja preostanu nakon drugog upisi-
vanja trokuta biti ¢e manji od jedne Cetvrtine povr-
Sine citavog odsjecka. Ako jo§ jednom ponovimo
upisivanje, preostat ¢e osam jo§ manjih odsjecCa-
ka kojima ¢e zbroj povrsina biti manji od jedne
osmine ¢itavog odsjecka, itd. Produzimo li postu-
pak, u odsjeCak je moguce upisati takav mnogo-
kut da povréina koja preostane izvan mnogokuta
bude po volji mala.

3. Raspolovimo duzinu AC to¢kom C i povucimo
@me paralelu ﬂf sa CP (slika 6.). Neka je zatim
EF paralelno s AB. Dokazimo da vrijedi:

PC| =% ED, ©
|[AC _ |EFP .
Prema (1) TPl PR Kako je |AC| = 2|EF], ta-

da je |PC| = 4|PF|, |FC| = |ED| = 3|PF]| iz ¢ega
izlazi (2).

A D C B

Slika 6.

4. Promatrajmo trokute AEP i PKB (slika 7.). Povr-
Sina trokuta APB je osam puta vec¢a od povrSine
svakog od njih. Pravac ED raspolavlja tetivu AP u
todki L jer je paralelan s CP, a takoder raspolav-
liai AC. Vrijedi |PC| = 2|LD|, pa iz (2) slijedi 3|LD|
=2|ED|, a otuda:

ILD| =2 |EL| ®
Odatle zakljucujemo da vriledi P, =~ = 2P, . .
Analogno zakljuCujemo da vrijedi P, , = 2P, .,

aiztih dviju jednakostije P, , ., =2P, . =4P .
i konacno P, ., = 8P, ... Analogno se dokazuje
PAABP = 8I)APKE"
A D C F B
E K
P

Slika 7.

5. Nastavljamo postupak upisivanja trokuta. Povr-
sinu prvog trokuta obilieZimo s p,, zbroj povrSina
trokuta upisanih u drugoj iteraciji s p,, u trecoj sa
P, i tako redom. Dobivamo beskonacni niz:

Py Py Dy Py @)

pri Cemu je svaki slijedeci ¢lan Cetverostruko ma-
nji od prethodnog, tj. vrijedi:

1
p,t1=3p, ()

Sada dobivamo koristeci (5): 4(p, + p, + p,* ...
tp,,tp)=4p +4p,*p,+..+tp  +p)
=4dp, +(p, +p,+..+p ) tojestdp +p,+
Pyt tp ) ta4p, =4p +(p tp,t..tp, )
odnosno 3(p, +p, +p, + .. +p ) +4p =4p,.
Podijelimo jednakost s 3 pa izlazi:

4 4
ptp,tpstotp  t3p,=3p. (6

6. Sada se moZe dokazati da je povrsina odsje¢-
4 . R

ka P = 3 P, Pretpostavimo suprotno, tj. ili je P

>3 p,ilije P<%p,. Nekaje:
4
P>=p,. (7)

Primijetili smo da mozemo ponavljati proces upi-
sivanja trokuta dok ne dobijemo po volji mali osta-
tak. Izaberimo n tako da vrijedi da je ostatak ma-
nji odP—%p1 A P—(p,+p,+ ...p”)<P—%p1 ,
no to je u kontradikciji sa (6). Nejednakost (7) ne
vrijedi.
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Neka je: 4
P<3p, ®)

Kako Clanovi niza teze nuli mozemo izabrati n ta-
kav da vrijedi % p <3 p, — P. Koriste¢i (6) dobit
¢cemo P<p +p,+..+p atojenemoguce. Ne-
jednakost (8) ne vrijedi.

L _4
Time je dokazano P =3 p,.

7. Vrijedi: povrina P odsje¢ka parabole za jednu
tre¢inu je ve¢a od povrsine paraboli upisanog tro-
kuta koji s odsje¢kom ima zajedni¢ku osnovicu i
visinu.

Zadac¢a o kvadraturi u “gr¢kom” smislu nema
uvijek rieSenje. Dokazano je da za krug ona nije
riesiva. Nije moguce konstruirati (uz pomo¢ Sesta-
raitrokuta) kvadrat jednake povrsine kao krug. Vi-
djeli smo da je za parabolu to moguce.

U ovom je primjeru Arhimed ujedno i dokazao for-
mulu za sumu beskonac¢nog geometrijskog reda
iako je koristio samo konaéne geometrijske nizo-
ve. Kako trokuti koji se dobiju u n-tom koraku ima-

L tada za zbroj povrsina

ju zbroj povrsina p, = yr=t

svih trokutova vrijedi:
1 1 1 ) _4

p1(1+z+?+...+ﬁ+... _§p1'

Je li Arhimed poznavao
koncept integriranja”?

Pri prou¢avanju Arhimedovih metoda na um nam
pada koncept integriranja koji je definirao Bern-
hard Riemann i metoda saZzimanja — izracunava-
nje povrsine ili obujma rotacijskih tijela uz pomo¢
opisanih i upisanih mnogokuta. Arhimed ne kori-
sti samo metodu iscrpljivanja s upisanim mnogo-

kutima, ve¢ se oko lika “sazimaju” upisani i opisa-
ni mnogokuti tako da se razlika njihovih povrsina
nacini po volji malom. Koristio je ovu tehniku u
izraGunavanju povrsine kruga, u odredivanju vo-
lumena rotacijskog elipsoida, paraboloida i hiper-
boloida. Unato¢ tomu $to nije poznavao pojam li-
mesa, njegove metode su nalik na koncept gornje
i donje sume koji danas koristimo u Skolskoj mate-
matici za izra¢unavanje povrsine ispod luka para-
bole (vidi Daki¢, Elezovi¢: Matematika 4, 2 dio, 83.
stranica), odnosno grafa neprekidne funkcije, kao
i za izraCunavanje obujma rotacijskog tijela.

Slika 8.

Arhimed je smatrao egzistenciju povrSine ravnin-
skog lika i obujma tijela neupitnima unutar granica
Euklidske geometrije. Odnosio se prema rezultati-
ma kao da su utvrdeni nakon njegovih postupaka,
ne istrazujuci jesu li rezultati ovisni o specifi¢no-
sti tih postupaka. Nije bio zainteresiran za razvoj
poopcenija svojih metoda, vec je trazio najprimje-
reniji geometrijski pristup za svaki novi problem.
Cesto ih nije ni zabiljezio. Unato& tomu, njegovi
su rezultati izvanredni i ostavili su neizbrisiv trag u
povijesti matematike te utjecali na njen ukupni ka-
sniji razvoj.



