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Transformacije grafova

unkcija 1 krivulja

Elementarne

furkcije

Milan Kabi¢, Zagreb

Transformacije grafova

0O transformacijama grafova funkcija i krivulja

Cwvaj interaltivni obrazovni materijal upoznati ce vas 5
transforrnacijama grafova funkeija, odnosno krivulja 1
pomoci kod ertanja njihovih grafova Materijal je
narnijerijen samostalnom 1adu, ali ga nastamik
matematike moZe po dijelovima koristiti uradu s
udenicima u informatitko) uéionici (u tom sludaju je
najbolje darade dva ufenika za jednim ratunalom),
Predviden je kao pomod maturantima il studentima na
pocetlu studija

Materijal obuhvaca sljedede:

® Pregled nekih elementarnib funkcija
® Translacie v smyjer o8l ®1Y

® Zrealienjau cdnosuna o8 x1y

* Zrcaljenie u ednosu na pravac y==
® Rastezanje u smjeri osixiy

Izradens programom GeoGebra

* y={tte)] s =)

Slika 1. Naslovnica i sadrzaj. Materijali se mogu koristiti po dijelovima, u raznim situacijama i na raznim razinama.

Bit ¢e od velike pomoci onima koji poucavaju i onima koji uce.

Na web stranicama Normale, udruge za promicanje nastave matematike, na adresi http://www.
normala.hr/interaktivna_matematika/index.html, nedavno je svjetlo dana ugledao interaktivni
obrazovni materijal pod naslovom O transformacijama grafova funkcija i krivulja.

Uvod

To je jedan od najopseznijih, a u matemati¢kom
smislu i najzahtjevnijih radova te vrste dosad
objavljen na hrvatskom jezicnom podrucju. Od-
likuje se visokim stupnjem interaktivnosti, kvali-
tetnom tehni¢kom izvedbom i estetskom dotjera-
no$éu. Izradili su ga Sime Sulji¢, Ela Rac Marini¢
Kragi¢, Sanja Grabusin i Milan Kabi¢, Cetvero
profesora matematike koji su svoje dugogodisnje
nastavnicko iskustvo, koriste¢i modernu tehnolo-
giju, pretocili na ove virtualne stranice.

Ovi su sadrzaji namijenjeni nastavnicima, uceni-
cima srednjih Skola i studentima prvih godina stu-
dija. Zbog svog priru¢nickog karaktera i didak-

ti¢ke vrijednosti dobro ¢e posluziti nastavnicima
kod pripreme za nastavu. U ucionici s ra6unalom i
projektorom dijelovi se mogu Kkoristiti u raznim na-
stavnim jedinicama: kod obrade novog gradiva,
pri rjeSavanju zadataka i uvjezbavanju te ponav-
ljanju i sistematiziranju gradiva. Njime se takoder
mogu proSiriti obavezni programski sadrzaji. Na-
stavnicima koji se budu igrali prolazeéi ovim sadr-
Zajima, sigurno ¢e pasti na um pomisao kako su
dobili priliku da osvjeze panoe u svojim ucionica-
ma. Materijali su takoder namijenjeni za samosta-
lan rad. U&enici ¢e ga koristiti pri ucenju istraziva-
njem i otkrivanjem ili pri ponavljanju pred maturu,
a studenti kod ponavljanja dijelova gradiva iz po-
drucja funkcija.
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Materijali se mogu koristiti po dijelovima u raznim
situacijama i razinama. Evo samo nekoliko podruc-
ja srednjoskolske matematike u kojima ¢e naéi svo-
ju primjenu: kvadratna funkcija, polinomi, ekspo-
nencijalna i logaritamska funkcija, trigonometrijske
funkcije, ciklometrijske funkcije, injektivnost, surjek-
tivnost i bijektivnost funkcije, inverzna funkcija, pre-
gled osnovnih elementarnih funkcija, transformaci-
je grafova funkcija i krivulja, krivulje drugog reda,
graficko rjeSavanje raznih nejednadzbi i sustava
nejednadZbi, odredivanje broja rieSenja jednadz-
be, rjieSavanje odredenih integrala itd.

U visokoskolskoj ¢e matematici biti od pomodi
studentima kad god moraju skicirati graf funkcije
koja je nastala transformacijama grafova osnovnih
elementarnih funkcija — a takvih je podrucja u vi-
$oj matematici mnogo. O tome je bilo rijeci u pros-
lom broju MIS-a.

Autori ovih internetskih stranica nastojali su uce-
nicima i nastavnicima koji se jo$ nisu susretali s
GeoGebrom omogucditi da prolazeéi sadrzajima i
slijededi kratke i jasne upute samostalno svlada-
vaju GeoGebru. Naime, kod mnogih apleta ostav-
liena je traka s izbornicima, alatna traka ili samo
pojedini alati koje korisnik mora koristiti kako bi
nesto dodao, izmijenio ili konstruirao. Takoder je
Sesto vidljivo i polje za unos u koje korisnik uno-
si razne naredbe ili simboli¢ke zapise (jednadzbe)
objekata. Na samom kraju ovog rada prikazana
je slika GeoGebrina prozora s ispisanim nazivima
svih njegovih dijelova i link na GeoGebrine sluz-
bene stranice. Na njima se nalazi dostupna online
GeoGebra pomo¢ na hrvatskom jeziku, sa svim
potrebnim uputama o koriStenju ovog programa.

Na prvoj stranici iza naslovnice dane su precizne
tehnicke upute kako prolaziti kroz ove materijale.
Kako ove stranice Cine interaktivni i dinamicni
Java apleti, za pregledavanje sadrzaja potreban je
preglednik s instaliranom Javom, o ¢emu su da-
ne i upute. Prelazak sa stranice na stranicu omo-
gucuju linkovi za naprijed i natrag na dnu svake
stranice. Ako ne Zelite pratiti linearni slijed strani-
ca, vec¢ kroz materijal hocete prolaziti svojim redo-
slijedom, to Cete posti¢i tako da u lijevom stupcu
naslovnice u vidljivom izborniku kliknete na naslov
koji vas zanima.

Sadrzaj

Rad ¢ini niz od 32 samostalna Java apleta, dvije
flash animacije i 20 PDF dokumenata s uputama,

rieSenjima zadataka ili dokazima. Sve je to sloze-
no u Sest cjelina.

1. Elementarne funkcije
Translacije grafova

. Zrcaljenja grafova

-y =y =7(x)

2
3
4. Rastezanja i stezanje grafova
5
6. Vjezba

1. Elementarne funkcije

Smatram da je u gimnazijskom programu i pro-
gramu tehnickih Skola ova tema nedovoljno na-
glaSena, kao i tema transformacije grafova funk-
cija. Obje su vazne za nastavak Skolovanja na
tehni¢kim i prirodoslovno-matemati¢kim fakulteti-
ma. Ucenici su tijekom srednjoskolskog obrazo-
vanja upoznali sve osnovne elementarne funkcije
osim hiperbolnih i area funkcija. No ipak se po-
kazuje potreba da se napravi jedna temeljita si-
stematizacija i ponavljanje i da se prosire neki sa-
drzaji koji nisu dovoljno obradeni u prethodnom
Skolovanju. U tu ¢e svrhu ovo poglavlje izvrsno
posluziti. Pritom teZiste treba staviti na poznava-
nje grafova osnovnih elementarnih funkcija, jer to
je preduvjet da bi se mogle uspjeSno prepozna-
vati krivulje koje su nastale transformacijama tih
grafova. Zatim treba pouciti u¢enika kako s gra-
fa ocitati bitne informacije i svojstva funkcije kao
Sto su: domena, skup vrijednosti, omedenost, su-
premum, infimum, sjecista s koordinatnim osima,
asimptote, graficko riesavanje jednadzbi i nejed-
nadzbi, intervali rasta i pada, ekstremi,... Dakako,
bez uporabe derivacija. Time se ujedno priprema
spoznaja o vaznosti derivacija pri odredivanju in-
tervala monotonosti, konkavnosti i konveksnosti,
te ekstrema i to¢aka infleksije funkcije.

U ovoj cjelini, kroz 11 apleta, pored polinoma obra-
dene su sliedec¢e osnovne elementarne funkcije:

* opca potencija f{x) =x’, t€ R,

* eksponencijalna funkcija f{x) = a*, a € R,
a>0ia#1,

* logaritamska funkcija f{x) = log,(x), a € R,
a>0,a#l,
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* trigonometrijske funkcije: sin x, cos x, tg x |
ctg x,

* ciklometrijske funkcije: arcsin x, arccos x, arctg
X i arcetg x.

Opc¢a potencija f(x) =x’

S pomocu gumba [1.] — 4] (vidi sliku 2.) korisnik mo-
Ze birati funkcije redom s prirodnim, negativnim cije-
lim, racionalnim i iracionalnim eksponentom. Klizadi-
ma p, n, m i t mijenjaju se eksponenti, pa se moze
promatrati kako priroda eksponenta utjece na graf, a
samim tim i na razna svojstva funkcije.

| Grafficije opée potencile owisi o

| prirodi eksponenta i. Kiilnite redom na
na gumbe  brojevina u ovom stupcy
Klizatima mijenjajte chsponent potencije i
s promatrajte o se dogada. U svakom od
shuajeva pokutajte odrediti

4 a) domeny finksije fix)

b) shln Funlecsie £ix)

©) asimptote akco postoje

Done

@ 5 Provisrits woja sakdiake Kilcoin Ba ke
o
(1 Thetp: le [Odgover].
A B 0 2 4 &
ol=h (32 feo =", pel¥ [Odgovor]
D(F) = Im(f) = (0.0}, ako je t <0 : |
D(f) = Im{f) = [0,¢), ako je £ > 0 4 (2] fo9) = =™, pen [Odgovor]

Asimptate
ako je £ < 0 onda je: 5
- pravac  — 0 vertikalna asimptota

- pravac y = 0 horizontalnia asimptota

(3] 6y =™ e, mez.

[Odgovor]

v [a] i ==, ter\Q [0dgovor]
504x37%8n [ 5> 0

v
¥ Za povratals na potetno stanje kliknite na

Slika 2. Skoc¢ni izbornik s toé¢nim odgovorima.

Posebna pozornost usmjerena je na odredivanje
domene, kodomene i asimptota. Odgovarajuéi na
postavljena pitanja, ucenik ili student moze pro-
vjeriti vlastito znanje, usporedujuci svoje odgovo-
re s to¢nim odgovorima koje pronade klikom na
odgovarajudi link.

Polinomi

f) =a,x" +a,  x""+..+a,x* +a;x + a,
Mijenjaju¢i klizaCima vrijednosti koeficijenata u
ovom apletu mogu se promatrati polinomi od nul-
tog do petog stupnja. Dane su upute kako Koristiti
GeoGebrine naredbe za odredivanje nultocki, sje-
ciSta s y-osi i ekstrema polinoma, ali i razni naci-
ni zadavanja polinoma upisom naredbi u polje za
unos. U prvom zadatku provjeravaju se neke teo-
rijske ¢injenice i sposobnost riesavanja zadataka.
Zadatak se takoder moze rijeSiti koriste¢i se Geo-
Gebrinim naredbama. Ako se zapne, tu je uputa,
pomo¢ i na kraju mogucénost provjere je li zada-
tak to¢no rijeSen.

4
(-0.25, 3.24)
._
®(0.3)
(3.57,0.72)
L
(-1.0f  ol(1.00 (3,4 40
-2 0 2 4
-
4 {1.93.-1.51)

Slika 3. Graf polinoma 4. stupnja s istaknutim
karakteristi¢nim to¢kama.

Eksponencijalna funkcija f(x) =a*

Kao i u prethodnim apletima, i ovdje se ucenici
mogu neograni¢eno igrati mijenjajudi vrijednosti
baze a i promatrati kakav utjecaj te promjene ima-
junagrafisvojstva funkcije. Da bi mogli odgovoriti
na pitanje je li funkcija bijekcija, mogu se posluzi-
ti svojevrsnim pokusima. Ukljucivanjem kontrolnih
Okvira za prikaz i skrivanje objekata, gumbima is-
pod apleta mogu pokrenuti dvije animacije, ne-
zavisne jedna od druge ili pak istovremeno obje.
Kod prve je animacije rije¢ o horizontalnom testu
injektivnosti (slika 4.).

o~

X
a=2 f(x)=2
g
J a>1
injektivnost 6]
[ surjektivnost
4 -2 0 | 2 4 "6

Slika 4. Horizontalni test injektivnosti eksponencijalne funkcije.
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Paralela s x-osi se giba i promatra¢ to¢no vidi da
ona sijece graf u najviSe jednojtocki. Kad se ukljuci
drugi kontrolni okvir, moZze se pratiti tocka koja giba-
juci se prolazi sve vrijednosti kodomene, a strelica-
ma je povezana sa svojim originalom u domeni, §to
je na neki nacin eksperimentalna provjera surjektiv-
nosti. Animaciju je moguce zaustaviti u svakom tre-
nutku i, ako treba, ponovno pokrenuti. Takoder, u
svakom se trenutku moze vratiti po¢etno stanje.

Logaritamska funkcija f(x) = log,x

Ovaj se aplet slobodno moze nazvati pravim labo-
ratorijem. Jedno od postavljenih pitanja na koje tre-
ba dati odgovor glasi: Cemu je jednak logaritam
produkta, kvocijenta i potencije?

[ ione ="
(st =1
o) =1

Dokan

Prije odgovora na postavljena pitanja klikom na bilo
koji gumb (1], [2] i pokaZze se aplet na kojem je
moguce eksperimentirati, mijenjajuci s pomocu kliza-
¢a vrijednosti argumenta ¢ i s, ali i baze a (slika 5.).

- 18
a=1a1

b _mm— 16

7.61 .3.94 =29.98

t=761 n
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5=394
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https v normiala. b finter sktivna_matematiks/araf ovijsadraaijDokazi.htm

1 Dalazimo da je (1)

log, u" = & dabijemo

= log, ¢ + log, s

2. DolaZimo da vrijedi log, " = n - log,t (2)
. ; { dog, Y o
Iz jednakosti + = "%t dlijedi t* = (a1 = ™% odnosno

i, £
o,

log, t" = log, ¢ =unlog,t.

ZN  ouilesin <

Polazedt od jednakosti ¢ = a'"® i s = o' ¢ te koristedl formulu

&

Il i~

Slika 6. Klikom na link Dokazi pojavi se sko¢ni izbornik u
PDF-u u kojem su dani dokazi svih triju formula.

vanju ne izgubi. Zato se on diskretno vodi tijekom
svog eksperimentiranja, istrazivanja i otkrivanja.
Postavlja se niz paZljivo odabranih, ciljanih pitanja
i zadataka. Odgovaraju¢i na njih, u¢enik se pribli-
Zava zeljienom zaklju¢ku i uspjeh je izvjestan. To
kod ucenika stvara osjecaj sigurnosti i uspjesne
komunikacije s racunalom, §to ga dodatno moti-
vira. Kod svakog pitanja nudi mu se pomo¢. Kad
je odgovorio na pitanje, donio zakljucak ili rijesio
zadatak, korisnik klikom na odgovaraju¢i gumb
provjerava to¢nost svoga odgovora. | tu
nije kraj. Ako odgovor nije ispravan, ko-
risnik moze ponoviti ponudenu viezbu
neogranic¢en broj puta, i to vlastitim tem-
pom i ritmom. Dakle, ima mogucénost vi-
Se puta ponovno istrazivati, otkrivati sve
dok ne dode do to¢nog odgovora. Ta-
ko ste€¢eno znanje ostavlja duboki trag
u memoriji pojedinca.

Kad ucenik nesto eksperimentom utvrdi,

EREEE “{ "2 4 "6 _ 8 10 12 14 16 18 20 22
-2 3

Slika 5. log,(#s) = ? Onima koji znaju formulu, aplet ¢e posluZiti da je provjere
za razne vrijednosti argumenata ¢ i s.

Na apletu su vidljive lijeva i desna strana formule
koju treba otkriti, jedna ispod druge, ali kao bro-
jevni izrazi koji ovise o vrijednostima argumena-
ta ¢t i s. Mijenjajuci vrijednosti argumentima ¢ i s
istovremeno se mijenjaju i vrijednosti spomenutih
izraza. Kako su te vrijednosti uvijek jednake, br-
z0 se dode do odgovora. Kod izrade ovih materi-
jala pazilo se da ucenik previse ne luta, da ga ne
odvlace sporedne stvari, tj. da se u svom istrazi-

"4

26

28 30

necde osjetiti potrebu da to matematicki i
dokaze. Radije ¢e ostati na razini vierova-
nja da je tomu tako. Matematika jest, a ta-
kva je od trenutaka svog nastajanja, ek-
sperimentalna i induktivna. Istovremeno
je ona stroga deduktivna znanost. Da bi se ista-
knulo kako eksperimentalno dobiveni rezultati
moraju pro¢i matematicku verifikaciju, a to je ma-
temati¢ki dokaz, na nekoliko su mjesta dani stro-
gi dokazi formula do kojih u€enici dolaze ekspe-
rimentirajuci, vodeni uputama danim u apletima.
Na taj se nacin upozorava na egzaktnost matematike
kao znanosti i na nuznost dokazivanja slutnji i ideja.
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Trigonometrijske funkcije

U ovom radu posebna je pozornost posvecena
definiranju trigonometrijskih funkcija s naglaskom
na eksponencijalnom preslikavanju. Dva su aple-
ta s trigonometrijskim funkcijama. U prvom je dan
prikaz njihovih definicija, a u drugom prikaz defini-
cije zajedno s grafom.

Definiranje trigonometrijskih funkcija preko ekspo-
nencijalnog preslikavanja popriliéno je zamrseno,
apstraktno i nejasno ucenicima. Pric¢e o namata-
nju, ordinatama i apscisama, bez formula, uzro-
kuju nesigurnost kod ucenika. Samim time ni in-
verzne, t]. ciklometrijske funkcije ne sjedaju glatko.
Na apletu (vidi sliku 7)) korisnik moze pokrenuti
namatanje pravca na kruznicu koristeci dva kliza-
¢a, jedan za namatanje pozitivnog dijela pravca,
a drugi za namatanje negativnog dijela. Drugi na-
¢in je da pokrene animaciju.

EKSPONENCLIALNO PRESLIKAVANJE

feno programom GeoOebra

2]

Kako biste namatali pravac na kruznicu,
pokrenite animaciju u ovorn apletu klikom na
gumb naprijed ili natrag koji se nalaze

® ispod apleta Pozitivni dio pravea moZete

e : namatati 1 pomoéu klizata 7. Negativni dio

w 1, : e = pravea moZete namatati kliza¥em s, ali utom
1 sludaju kliza¥ ¢ treba biti na vrijednosti 0

E(t) = E(t+2kr)

« gEQ.0T) vy Ako Zelite vidjeti prikaz definicija
trigonometrijskin funkeija kliknite na
odgovarajudi gurnb:

=2y
)
s 30
el —.

(botangan |

Odredite koordinate todka E) za bilo koju

1 aryjedinost brojat

Za povratak na podetno stanje Kliknite na

=15

naprijed | [ pogetak natrag

Slika 7. Eksponencijalno preslikavanje zajedno s
definicijama trigonometrijskih funkcija.

Istovremeno dok traje animacija, tj. dok se pravac
namata na kruznicu, promatra¢ moze klikom na je-
dan od guma 1 [my tangens | | | kotangens
ukljuciti prikaz odgovarajuce trigonometrijske
funkcije. Animaciju, naravno, moze zaustaviti u
svakom trenutku, a onda je ponovno pokrenuti

ili vratiti na po¢etak. Dok se pravac namata na
kruznicu, a to¢ka E(f) klizi po kruznici, proma-
tra¢ pred oc¢ima ima jasnu sliku kako se dola-

zi do vrijednosti neke trigonometrijske funkcije

na konkretnom realnom broju ¢. S druge stra-
ne, sad ¢e jasnije uoditi da su trigonometrijske
funkcije kompozicije dvaju preslikavanja i da je
namatanje pravca na kruznicu pripremna faza

za definiciju svake od njih.

Ciklometrijske funkcije

Obradi ciklometrijskih funkcija posveceno je naj-
viSe prostora. Na prvom apletu prikazane su defi-
nicije svih Cetiriju, zajedno s restrikcijama trigono-
metrijskih funkcija. 1za toga slijede Cetiri apleta, po
jedan za svaku. Na njima je uz prikaz definicije pri-
kazan i graf (vidi sliku 9.).

Arkus kotangens Ctg =arcctg | 3 Y

E(2.65)
arcctg(y) =x == y = Cta(x) 2

Slika 8. Prikaz definicije arkus kotangensa.

Ovi ¢e apleti svojom zorno$éu, interaktivno$céu i
dinami¢nos¢u pomoci ucenicima i studentima u
osnovnom razumijevanju trigonometrije. Namata-
nje pravca na kruznicu samo po sebi, ali i u kombi-
naciji s prikazom definicija trigonometrijskih funk-
cija, ostavit ¢e dojam na ucenika. Kad promatra¢
klikom na kliza¢ koji pokre¢e promjene nezavisne
varijable ¢ stisne tipku + ili —, na apletu sve ziv-
ne, pocne pulsirati i kretati se u jednoj harmoni-
ji boja, oblika i brojeva. Tankocutna matematicka

072|=

=
=)

IEREEER:

|
I
I
|
|
|
= o M I 0
g I s
|
|
|
|
I

072

= EREEERES

s progranon GeoGebra

Za crtanje grafova furicija Sin i
argumenta. Vrijednost argumenta t moZete mijenjati tako da kliknete na klizaf t a zatim dréfte tiplas +ii - na tipkovrici. Koliko je

arcsint + arceos? Odgovor. Kliksite na za vrabanje na poteino stae

cenite na odgovarajuéi gumb (2D, @ oatim klizaem ¢ mijenjaite veijednost

Slika 9. Graf arkus sinusa zajedno s prikazom njegove definicije.
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dusa zatitra pred jednostavno$cu, elegancijom i
veli¢anstvenom matemati¢kom ljepotom u koju je
nemoguce proniknuti pukim iS€itavanjem mate-
matic¢kog teksta.

Cak i na nekim virtualnim mijestima, poput porta-
la “Nikola Tesla”, korisnici ostaju prikraceni za ta-
kav dozivljaj matematike. Prolazeéi matematickim
sadrzajima na spomenutom portalu, namjernik se
osjeca poput televizijskog gledatelja koji pasiv-
no prati utakmicu, dok ga monotoni spikerov glas
umara ili nervira. Kod ovih apleta on odmah po-
staje aktivniigrac koji odreduje tempo i ritam. Kroz
igru istrazuje, ispituje, provjerava hipoteze i preta-
¢e ih u matematicke spoznaje.

* % %

Ovim je prikaz prvog uvodnog dijela zavrsen. Dio
koji slijedi po opsegu i sadrzaju je dvostruko vedi.
U njemu su obradene transformacije grafova i kri-
vulja. Ve¢ je u opisu prvog dijela re¢eno dosta o
strukturi, metodologiji, stilu, tehnici i ostalim karak-
teristikama ovog rada, $to je dovoljno da bi se ste-
kla odredena predodzba o njemu. Zato ¢u u opisu
preostalih cjelina dati najosnovnije informacije.

2. Translacije grafova

U prvim trima apletima ispituje se kakve sve pro-
mjene izaziva pomak krivulie y = f{x) za vektor
— - - . . P ] .
V=Xl Y, unjezinoj jednadzbi. Eksperimen-
talnim putem dolazi se do jednadzbe

¥ = flx=x0) + yo.

06+ 27 D fx + 27+ 4

] L
= 005x-P4%

T .
@ Unos: i wilo v

Slika 10. Pocetna funkcija f{x) moze se redefinirati.

U Cetvrtoj lekciji postavljen je obratan problem od
onog koji je rieSavan u prethodnim trima. Treba
nacrtati graf funkcije g(x) = f(x-xo) + yo ako je
poznat graf funkcije f(x). Pritom se funkcija f{(x)
moze unedogled mijenjati. Osim provjere, ovdje
postoji gumb koji pokrec¢e animaciju crtanja ka-
rakteristi¢nih to¢aka grafa y = f{x-x) + yo. U pe-
tom se apletu rjesavaju sli¢ni problemi s elipsom.

3. Zrcaljenja grafova

U prvim trima apletima obradena su zrcaljenja u
odnosu na x-0s, y-osipravac y =x. U preosta-
lim trima apletima korisnik rjeSava razne zadatke.

627
. 28, 1.941)

-6 -4 2 0 2 4 3 8

y:\E,'dx—ei

-4
[ Prikazi grarf funkeile dobivene transformacijom

Slika 11. Osna simetrija u odnosu na pravac y = x.

4. Rastezanja i stezanje grafova

U prvom od sedam apleta, koliko ih ima u ovoj cje-
lini, promatraju se grafovi dviju funkcija:

flx)= asinx i g(x)=sin (bx).
Klizacima se mijenjaju vrijednosti koeficijentima a,

odnosno b, i istovremeno se promatra kako njiho-
ve promjene utjeCu na promjene kod grafova.

U drugom apletu se promatra funkcija g(x) = a f(x),
a € R\{0,1} — rastezanje/stezanje u smjeru y-osi,
autrecem g(x) = f(bx), b € R\{0,1} —rastezanje/
stezanje u smjeru x-osi. | u ovim dvama apletima
se vrijednosti koeficijenata a i b mogu mijenjati kli-
zacima i pratiti istovremeno posljedice na grafo-
vima. Pritom se u ovim apletima ne radi o jednoj
funkciji, nego se pritiskom na reset ikonu gene-
riraju nove funkcije u dovoljno velikom broju ka-
ko bi se do$lo do valjanog zaklju¢ka. U Cetvrtom
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Slika 12. Kompozicija dviju transformacija kruznice:
kontrakcija u smjeru y-osi i dilatacija u smjeru x-0si.

je apletu kompozicija dviju transformacija rasteza-
nje/stezanje u smjeru x-osi i pomaka u smjeru x-
osi. Peti i Sesti su posveceni konikama, tj. njihovu
stezanju ili rastezanju u smjeru koordinatnih osi, a
zadniji je svojevrsno ponavljanje u obliku viezbe.

5. Moduli g0)= /0] i 20)=/x)

U ovoj su cjelini dva apleta. Prvi se odnosi na tran-
sformaciju g(x) = [f{x)|, a drugi na transformaciju

2(x) = f(jx|). U drugom apletu zadan je jedan za-
datak s Drzavnog natjecanja odrzanog 1997. go-
dine, za 1. razred.

Zadatak glasi: Neka je n prirodan broj. Nadite sva
rieSenja jednadzbe:
= 1-2=3]= ... = 1| = = 0.

RjeSenja jednadzbe moguce je brzo naslutiti ako
koriste¢i GeoGebru skiciramo grafove funkcija
Si@) == 1], £0) =[x~ 1] =2, ... jer surjeSe-
nja gornje jednadZbe nultocke funkcije:

So@) =l e =1 =2 =3[ = ... = (n = D] = n
(vidi sliku 13.).
Ako se zapne u dokazivaniju, klikom na link Dokazi

pojavi se skocni izbornik u PDF-u u kojemu je dan
dokaz matemati¢kom indukcijom.

[ GeoGebra - 52jednadzba.ggh
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25 Hipoteza: rjesenja jednadzbe
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Slika 13. Hipotezu treba jo$ i dokazati.

6. Vjezba

U posliednjem dijelu ovog rada dane su dvije flash
animacije u kojima su prikazane kompozicije od
viSe osnovnih transformacija.

1€, GeoGebra - animacijal.geb

Treba nacrtati  funkdiju

f(x)=1-]1-2|x-3]|.

Postupamo u koracima:
x

11-2]x-3]|
-11-2]x-3]|
1-[1-2]%-3]|

ENpUswN
=
N
&
=

[f) = 1 - abs(1 - 2 abs(x - 3))

[ ]| T
© o -

Slika 14. Kompozicija sedam osnvnih transformacija.

O ovom materijalu moglo bi se jo§ mnogo toga
napisati. Najbolje ¢ete ga upoznati ako ga ispro-
bate u ulozi u¢enika. Pritom ¢e svaka vasa suge-
stija biti dobrodosla i ozbiljno razmotrena u cilju
otklanjanja eventualnih manjkavosti ili mogucih
greSaka. Zato vas molim da svoje dojmove i pri-
mjedbe uputite na sljedeéu adresu:

udruga@normala.hr

broj 51/ godina 11./ 2009.



