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Kompleksni brojevi
u GeoGebri

Sime Suljié, Pazin

S kompleksnim se brojevima u sred-
njoskolskim programima matematike
susre¢emo u drugom i Cetvrtom razredu.
Dohva¢amo se pritom i prikaza komplek-
snih brojeva u Gaussovoj ravnini. MoZe
li Geogebrin koordinatni sustav, odnosno
njen graficki prikaz, posluZiti za prikaz
kompleksnih brojeva?

Moze li interpretirati racunske operacije s tim bro-
jevima na nacin na koji se definiraju racunske ope-
racije s kompleksnim brojevima? Odgovor je pot-
vrdan, StoviSe vrlo slozene izracune mozete izvesti
veoma brzo i pouzdano uz istovremenu predodzbu
rezultata i medukoraka.

“Paljenje” kompleksne ravnine

GeoGebra ne podrzava kompleksne brojeve izrav-
no, ali vi mozete koristiti tocke koje ¢e simulirati
operacije s kompleksnim brojevima.

) Mezawisni ohjekti
Lo (g 21 =_4-]

L@ r,=-2+2

_ Lavisni ohjekt

-l 2 =-4.13 + 1.91i
L@ B3N

) Pomotni objekti

O =041

Tl

Primjer. UpiSete li kompleksni brojz_1 = -4 -
i u traku za unos, dobit ¢ete tocku (—4, 1) u gra-
fickom prikazu. U algebarskom prozoru koordinate
ove tocke bit ¢e prikazane kao —4 — .

Napomena. Nakon prvog definiranog kompleks-
nog broja program ¢e automatski rezervirati vari-
jablu i za uredeni par (0, 1), odnosno kompleksni
broj 0 + 1i koji nece biti prikazan, a njegov ¢e se
algebarski zapis naci u mapi Pomocni objekti.

Koardinate: | Kompleksni braj

T AL e
2 Svojstva <]
Objekti  Osnovno | Boja | Stil| Aldebra | Dodatng.
=tocka - ———

|

kartezijeve koardinate

Korak POVeL|o o e koardinate
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matematika i racunalo

Pretvaranije ve¢ konstruiranih to¢aka u
kompleksne brojeve

Ako ve¢ imate nacrtanu tocku koordinatnog susta-
va i u algebarskom prikazu vidite njene Kartezijeve
koordinate, mozete u bilo kojem trenutku prijec¢i na
algebarski zapis kompleksnog broja. Otvorite di-
jaloski okvir Svojstva za toCku i odaberite “Komp-
leksni broj” iz padajucéeg izbornika “Koordinate” na
kartici Algebra.

Ohjeki Osnovno | Boja| Stil| Dodatno
| =-Kompleksni broj e
=) i . T
@z o I
F Viijednost 0+ =
e 12 (j Il )*.
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Polarne koordinate

Primijetite na slici da u padaju¢em izborniku ima-
mo na raspolaganju i polarne koordinate za tocke.
GeoGebra razlikuje polarne koordinate od Karte-
zZijevih po 'toCka zarezu’ medu koordinatama. To
znacajno moze olakSati unos kompleksnih bro-

V2

jeva. Na primjer, kompleksni broj B3 + 17

mozemo zadati polarnim koordinatama (1; /4)
ili (1; 45°), umjesto da upisujemo sqrt (2)/2
+ sqrt(2)/2 i. Na kartici Algebra dijalo$kog
okvira Svojstva potom prebacite polarne koordina-
te toCke u kompleksni broj.

Racunske operacije

Primjeri zbrajanja i oduzimanja
o (24 1i) + (1 —2i) daje kompleksni broj 3 — 1i.
e (2+1i) — (1 — 2i) daje kompleksni broj 1 4 3i.

GeoGebra u izrazima prepoznaje realne i komplek-
sne brojeve.

e 3+ (4 4 5i) daje kompleksni broj 7 + 5i.
e 3 — (4 4 5i) daje kompleksni broj —1 — 5i.

Primjeri mnozenja i dijeljenja

o (24 1i)(1 — 2i) i (2 + 1i) * (1 — 2i) daje
kompleksni broj 4 — 3i.

e (2+ 1i)/(1 — 2i) daje kompleksni broj 0 + 1i.

e 3/(0+ 1i) daje kompleksni broj 0 — 3i.

e 3% (1 4 2i) daje kompleksni broj 3 — 6i.

Napomena: Uobitajeno mnozenje (2, 1) (1, —2)
daje skalarni umnozak dviju to¢aka (dvaju vektora).

Potenciranje kompleksnih brojeva

e (1 + 2i)? daje kompleksni broj —3 + 4i.
e 17100 daje broj 1 + 0i.

e (sqrt(2)/2 + sqrt(2)/2 i)~4 daje broj
—1+0i.

Modul kompleksnog broja

Modul kompleksnog broja dobije se funkcijom
abs( ).

e abs(sqrt(2)/2 + sqrt(2)/2 i) daje vri-
jednost 1.

SloZeniji primjeri

e B+ g + i1 oo

1. lzraCunajte w.g j€ Je:
V3 1.
T Rt

UpiSite u traku za unos: z = -sqrt(3)/2 +
1/2 ipotom: (z°6 + abs(z) +
i7(-111)) / ((abs(z))"2 + i"111).
GeoGebra daje rezultat: —0.5 + 0.51.
5w SmN\142
v . 3 . .
2. lzraCunajte [\/z(cos D +isin 12)} .
Upisite: (cbrt(2) (cos(5m/12) +
i sin(5m/12)))"42.
Rezultat je broj z = 0 — 16384,

broj 53/ godina 11. /2010.



Skup toCaka kompleksne
ravnine

Cesto u nasim srednjoskolskim zbirkama zadata-
ka, na kraju cjeline kompleksnih brojeva, nailazimo
na zadatke s odredivanjem skupa brojeva u Ga-
ussovoj ravnini koji zadovoljavaju odredeni uvjet.
Zadatak na koji sam naiSao pratec¢i jedan od hr-
vatskih web foruma slican je tim zadacima, a tezi
utoliko $to nije zadan s to¢no odredenim brojevima.

Zadatak. Odredi skup svih kompleksnih brojeva z

Lo 72—z
odredenih uvjetom Re Lo
i—22

Algebarsko riesenje

Uzmemo lidaje z = x +yi, z1 = x1 + yii,
72 = X3 + y,i, onda nakon uvrstavanja dobivamo:

i—a_ mx)E—x)+ =) =)
12 (x = x2)2 + (y —»2)?
(x —x2)(y —y1) — (x — x1)(y —yz)l.

(x = x2)2 + (y = »2)? '

Kako je z # z», slijedi:

(x—x)(x—x2) + (y —y)(y —y2) =0.

Ovu jednakost mozemo pisati i u obliku:

(x— X1 +x2)2 L ( N +y2)2
2 YT
B xl—xz)2 (yl—yz)2
(=) (7))
Desna strana te jednakosti zapravo je kvadrat po-

lovine udaljenosti z; i zo. Trazeni skup tocaka je
kruznica sa srediStem u tocki:

Xp+x Y1+ Y2,

2 2
s promjerom koji je udaljenost z; i zp, ali bez
toCke z5.

+

0 =

RjeSenje uz pomo¢ GeoGebre

Tijekom rjeSavanja zadatka na forumu u jednom
je trenutku dosSlo do pogresne interpretacije dobi-
venog ispravnog algebarskog rieSenja, a s druge

strane je ucenik koji je postavio zadatak zamolio
da mu se pomogne problem rijesiti u raGunalnom
programu dinamiéne geometrije.

Ucinio mi se to krupan zalogaj na prvi pogled ali,
kako Cete se i sami uvjeriti, uz malo prilagodbe “filo-
zofiji” raCunalnog programa mozemo dobiti veoma
jednostavno i elegantno rjesenje.

Na priloZzenoj slici, iz otvorenog programskog pro-
zora Opisa konstrukcije, vidi se da je rije€ o svega
Sest koraka konstrukcije. Zapravo o pet koraka jer
definiranje tocke (0, 1) kao broja i izvr§i program
automatski dok korisnik stane zadavati kompleks-
ne brojeve. Dakle, ova je konstrukcija izvedena na
sliedec¢i nacin:

€7 GeoGebra

=1

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alatl Prozor Pomoé

[:] III I o] 7E INER G

z T -21_ Datoteka Pogled Pomoé
Br [Mazv  |Definiciia
1i] 1 Kompleksni broj i
2 [Kampleksnibrojz,
- T - 3 Kompleksni brojz,
4 3 2 o o # 2
i)
& 5 Kompleksni brojz Ed-130 2 -1)
A =4 6 Iokus lokus Lokus(z 2.}
&) Unos: lM][ﬂJME[WHM]

1) Zadan je kompleksni broj z; kao nezavisna
tocka, odnosno tocka koja se slobodno moze
povladiti po koordinatnom sustavu.

2) Naisti je naCin zadan kompleksni broj z,.

3) Broj z treba predstavijati skup svih brojeva

koji moraju ispunjavati zadani uvjet pa njega
necemo konstruirati kao nezavisan objekt ve¢
kao zavisan. Osnovni je problem kako postaviti
uvjet da:

Z—21

Z—2

Re

bude jednak nuli. Izraz A zapravo je kom-

i—22
pleksni broj koji ozna¢imo kao z3. Ako je realni
dio tog broja jednak nuli, onda je on u komp-

leksnoj ravnini smjesten na imaginarnoj osi pa
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) Mezavisni objekti

stoga taj broj zadamo naredbom kroz traku za
unos: z_3 = To&kal[y0Os].

Z—2

4) Iz relacije z3 = izrazimo z i taj broj kroz

traku za unos zadamo naredbom z = (z_2
z3 - z1)/(z.3 - 1).

5) Povlac¢imo li sada toCku z3 po osi ordinata
mozemo uoditi da tocka z izvodi kruzno giba-
nje. Bit ¢emo sigurniji u to da je rije¢ o kruznici
ako zadamo naredbu Lokus [z, z 3] kojom
¢emo dobiti upravo skup svih kompleksnih bro-
jeva koji zadovoljavaju postavljeni uvjet zadatka.

Iz dobivenog lokusa vidi se da je rije€ o kruznici,
Ciji je promjer duzina s rubnim tockama z;, 2.
Njezino poloviste srediste je kruznice. Do jed-
nadzbe te kruznice mozemo doci naredbom k =
Kruznicalz, z_1, z_2], a do koordinata sre-
di$ta naredoom S = Sredidte[k].

Potenciranje kompleksnih
brojeva

Ova je slika preuzeta s Riznice matematickih aple-
ta (http://apleti.normala.hr), a predstav-
lja alat u kojem korisnik moze izraCunati potenciju
kompleksnog broja, uz predodzbu njegova modu-
la i argumenta u trigonometrijskom zapisu broja.

Rezuliat

Ly im =1 2 3
0 ', (-1.73-1) =1.9943.46i
, Re_=_4.T3
4 n=2

) Zavizni ohjekt
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# Rezultat = 1.9
@ I=-173-i
# p=210.03°

Dovoljno je da korisnik izmijeni realni i imaginarni
dio broja te zada eksponent potencije. Cijeli pos-
tupak odredivanja rezultata krajnje je jednostavan.
Dvoklikom na aplet na toj stranici moZete preuzeti
datoteku na svoje racunalo i zaviriti u izbornik Opis
konstrukcije.

Transformacije u kompleksnoj
ravnini

Neke poznate figure, koje inate mozemo opisati
mehanickim gibanjem tocaka u ravnini ili ih zadati
jednadzbama, u kompleksnoj ravnini mozemo do-
biti krajnje jednostavnim transformacijama. Tako
kardioidu dobijemo preslikavanjem kruznice polu-

1
mijera jedan po formuli Ezz + z. U GeoGebri tocku

na kruznici preslikamo po toj formuli, a potom ko-
ristimo naredbu Lokus.

Transformacije kruznice

U jednom od ranijih brojeva MiS-a pokazali smo
kakve sve oblike mozemo dobiti naredbom:

Krivuljala cos(2t) + b cos(t), a
sin(2t) - b sin(t), t, 0, 2.7]

mijenjaju¢i parametre a i b. Te zanimljive oblike
mozemo posti¢i i u kompleksnoj ravnini. Neka je z
toCka na kruznici i z/ konjugirani broj broja z.

Definirajmo broj z; = az® + b7’, gdje su a i b ra-

nije definirani parametri u intervalu od 0 do 5. Na-
redbom Lokus [z_1, z] dobijemo krivulju kakvu

broj 53/ godina 11. /2010.



vidite na slici i razne druge oblike kad se mijenjaju

vrijednosti parametara.

b

2i4

N

a=14

bh=148

Igra sa savitljivom tikvicom

Pogledajte sliku 'tikvice’ i elip-
se. Moze li se tikvica provuci
kroz elipsu? Da, moze, jer sve
se odvija u kompleksnoj ravni-
ni i tikvica se na vrlo zanimljiv
nacin izobliCuje kada mijenjate
koeficijente u jednadzbi elipse.

R

Ca k&

\Sz‘
2 k\—q/a/’z e
r z
20z

2i4 —.
|22|

Ova je tikvica zapravo skup tocaka koji dobijemo
kada tocke elipse transformiramo po formuli: 7/ =

Evo zapisa cijele konstrukcije radene prema

ideji kolege Marca Rouxa (www . apmep . asso . fr).
Ugodna zabaval

Br. | MNaziv Maredba 'mr_ij_é_dn ost
I 1 broja a=48
2 brojb b=23
3 hrojp p=10
4 brojg g=12
. alifan i 1 ™ - " 1iv=1 4l
E |Kompleksni brojz Todkalc] g=T 3+ 20
T kKompleksni braj i =)
2 kKompleksni brojz' 20z ) ahsEz)® F=2 0+ 0.7
| 9 lokus tikvica Lokus(z', 2] fikwica
PRAVILAN OSMEROKUT U KVADRATU
PODACI ZA KONSTRUKCIJU. Svaki se vrh zadanog kvadrata Vv v
spoji sa polovistima nesusjednih stranica (vidi sliku). c
v ) . . . c 5 4 B
PROBLEM 1. Dokazi da se opisanom konstrukcijom proizvodi
dvadesetipetodijelni rastav zadanog kvadrata na sliedece liko- VI I
ve rastavnice: jedan sredisnji pravilan osmerokut, a oko njega 6 3
osam sukladnih malih pravokutnih trokuta 1-8, osam sukladnih d (@) b
vecih pravokutnih trokuta I — VIII, Cetiri sukladna manja dvop- 7 2
ravokutna deltoida a — d i Cetiri sukladna ve¢a dvopravokutna vl 1T
deltoida A — D. D 8 1 4
PROBLEM 2. Izracunaj povrsinu O(q) pravilnog osmerokuta VI “ |
ABCD ovisno o duljini g stranice zadanog kvadrata. Izratunaj

povrine i ostalih likova rastavnica: pravokutnih trokuta 1(g) i
I(q) te dvopravokutnih deltoida a(g) i A(g).

Priredio: Kajetan Seper
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